Grenzwertsatz für Produktfolgen

Beweis in drei Schritten

(A) Das Produkt zweier Nullfolgen ist wieder eine Nullfolge.

Wenn (an) und (bn) Nullfolgen sind, dann gibt es ein n1, sodass ab diesem n1 alle Folgenglieder von (an) und von (bn) betragsmäßig kleiner als 1 sind. Für n > n1 gilt dann 

                                            |cn| = |an∙bn| = |an|∙|bn| <|an|                       (*)

Weil (an) eine Nullfolge ist, gibt es zu jedem d>0 ein n0, sodass für n>n0 alle an betragsmäßig kleiner als d sind.

Wegen (*) ist |cn|<|an| und damit (cn) eine Nullfolge.

(B) Wenn (an) eine Nullfolge und k eine beliebige reelle Zahl mit k
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0 ist, dann ist auch 
(cn) = k∙(an) eine Nullfolge.

Man muss zu jedem d>0 ein n0 finden, sodass für alle n>n0 gilt 
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Wenn (an) eine Nullfolge ist, dann gibt es zu jedem d1, also auch zu
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, ein n0, sodass für alle n>n0 gilt: 
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und damit |cn| =|k∙an| = |k|∙|an| < 
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. (cn) ist also eine Nullfolge. 

(C) Beweis des Grenzwertsatzes für beliebige Folgen (an) und (bn).

Wenn (an) den Grenzwert a und (bn) den Grenzwert b hat, dann sind nach dem Grenzwertsatz für Differenzen die Folgen (dn) mit dn = an – a und (en) mit en= bn – b Nullfolgen.

Für die Folge (cn) mit cn = an∙bn gilt:

               cn = an∙bn = (dn + a)(en + b) = dn∙en + en∙a + dn∙b + a∙b

Mithilfe von (A) und (B) erhält man: 

Die Folgen (dn)∙(en), (dn)∙b und (en)∙a sind Nullfolgen.

Nach dem Grenzwertsatz für Summen ergibt sich:
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(was zu beweisen war)                                                                    
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