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Stochastische Prozesse

Check-out: Klausurvorbereitung – Test- und Trainingsaufgaben
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1
a)
Erklären Sie in Fig. 2 auf Seite 352 (LK) bzw. Seite 244 (GK) im Buch Unterschiede und Gemeinsamkeiten bei dem Baumdiagramm bzw. dem Prozessdiagramm.

b)
Folgende Fragen beziehen sich auf das Prozessdiagramm in Fig. 1.
(1)  Welcher Zustand ist absorbierend?
(2)  Wie groß ist die Übergangswahrscheinlichkeit vom Zustand A auf den Zustand C?
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Fig. 1


(3)  In welchem Zustand kann man nach einem Schritt nicht bleiben – wieso?
(4)  Nennen Sie einen inneren Zustand, von dem man in einem Schritt nach A gelangen kann.
(5)  Angenommen man befindet sich mit gleicher Wahrscheinlichkeit in einem der Zustände A, B, C. Geben Sie dazu die Zustandsverteilung an.

c)
Fig. 1 beschreibt einen stochastischen Prozess, bei dem man sich anfangs in Zustand A befindet. Geben Sie den Rechenterm an, mit dem Sie die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass man sich
(1)  nach einem Schritt in Zustand C und nach einem weiteren Schritt in Zustand B befindet,
(2)  nach zwei Schritten wieder in Zustand A befindet,
(3)  nach zwei Schritten in Zustand B befindet.
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2
Vervollständigen Sie das Prozessdiagramm, sodass es einen stochastischen Prozess beschreibt.

	a)
	
	b)
	
	c)
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3
a)
Beschreiben Sie den stochastischen Prozess, der durch das Prozessdiagramm in Fig. 1 gegeben ist, mithilfe einer Berechnungsvorschrift aus linearen Gleichungen.
b)
Sie befinden sich anfangs in Zustand A. Geben Sie die Startverteilung an und berechnen Sie die Zustandsverteilungen nach einem und nach zwei Schritten ohne GTR.  

4
a)
Erstellen Sie für den stochastischen Prozess, der durch das Prozessdiagramm in Fig. 1 gegeben ist, die Übergangsmatrix U.
b)
Sie befinden sich anfangs mit jeweils 50 % Wahrscheinlichkeit in Zustand A oder C. Geben Sie die Startverteilung an und berechnen Sie mithilfe der Übergangsmatrix U die Zustandsverteilungen nach einem und nach zwei Schritten.

c)
Berechnen Sie  
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  sowie  
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  und interpretieren Sie die Ergebnisse.

5
a)
Geben Sie zu der Übergangsmatrix  
[image: image7.wmf]00,250,250

100,50,8

U

00,750,250,2

0000

æö

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

èø

  ein Prozessdiagramm an.

b)
Was bedeuten die zweite Spalte und die dritte Zeile der Übergangsmatrix?
6
Die Matrix  
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  ist eine Übergangsmatrix bei einem stochastischen Prozess.
a)
Bestimmen Sie U2 ohne GTR.

b)
Interpretieren Sie die Zahlen in der Matrix U2 als Übergangswahrscheinlichkeiten.

7
Berechnen Sie zu den Matrizen  
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  und  
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8
a)
Bestimmen Sie zu der Übergangsmatrix  
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  eines stochastischen Prozesses und der Startverteilung  
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  näherungsweise eine Grenzverteilung
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. Beschreiben Sie Ihr Vorgehen und interpretieren Sie die Zahlenwerte von
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.

b)
Geben Sie bei a) eine Startverteilung an, bei der sich eine andere Grenzverteilung ergibt. Geben Sie diese Grenzverteilung näherungsweise an.

9
a)
Bestimmen Sie zu der Übergangsmatrix U aus Aufgabe 8 näherungsweise die Grenzmatrix G.

b)
Welche Grenzverteilungen ergeben sich aus der Grenzmatrix G für die Startverteilungen  
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  bzw.  
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10
Der stochastische Prozess mit der Übergangsmatrix  
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  hat eine stabile Grenzverteilung 
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a)
Bestimmen Sie 
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 näherungsweise.

b)
Bestimmen Sie 
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 exakt mithilfe eines Gleichungssystems.
Stochastische Prozesse

Check-out: Klausurvorbereitung – Test- und Trainingsaufgaben – Lösungen
1
a)
Unterschiede: Im Baumdiagramm wird jeder Zustand grundsätzlich für jede Stufe wiederholt dargestellt, das Baumdiagramm wird unendlich weitergeführt (angedeutet durch die punktierten Pfade). Beim Prozessdiagramm wird jeder Zustand nur einmal dargestellt, ebenso die zugehörigen Übergangswahrscheinlichkeiten. 
Gemeinsamkeiten: bei beiden Diagrammen kann man die Pfadregel anwenden, um Wahrscheinlichkeiten für mehrschrittige Übergänge zu berechnen.
	b)
(1)  Zustand B ist absorbierend.
(2)  Die Übergangswahrscheinlichkeit vom Zustand A auf den Zustand C beträgt 0,4.
(3)  In Zustand A kann man nach einem Schritt nicht bleiben, weil Zustand A keinen Ringpfeil (mit positiver Wahrscheinlichkeit) besitzt.
(4)  Von Zustand C aus kann man in einem Schritt nach A gelangen.
(5) Zustandsverteilung: 
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Fig. 1


c)
Wahrscheinlichkeit, dass man sich
(1)  nach einem Schritt in Zustand C und nach einem weiteren Schritt in Zustand B befindet:  0,4 · 0,4
(2)  nach zwei Schritten wieder in Zustand A befindet:  0,4 · 0,3
(3)  nach zwei Schritten in Zustand B befindet:  0,4 · 0,4 + 0,6 · 1
2
a)

b)

c)
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3
a)
Berechnungsvorschrift aus linearen Gleichungen zum Prozessdiagramm in Fig. 1:
ak + 1 = 0,3 ck
bk + 1 = 0,6 ak + bk + 0,4 ck
ck + 1 = 0,4 ak + 0,3 ck
b)
Startverteilung (Zustand A):  
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Zustandsverteilung nach zwei Schritten: 
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a)
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b)
Startverteilung:  
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c)

[image: image34.wmf]æöæö

ç÷ç÷

=×=

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø

uur

1

00,3

vU00,4

10,3

  bedeutet die Zustandsverteilung nach einem Schritt von Startzustand C ausgehend,  
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  bedeutet die Zustandsverteilung nach zwei Schritten.

	5
a)
Prozessdiagramm siehe Fig. 1:

b)
Die zweite Spalte der Übergangsmatrix gibt die Wahrscheinlichkeiten an, mit denen man von Zustand Z2 in die anderen Zustände gelangt. Die dritte Zeile der Übergangsmatrix gibt die Wahrscheinlichkeiten an, mit denen man von einem der Zustände in Zustand Z3 gelangt.
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Fig.1


6
a)
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b)
Die Zahlen in der Matrix U2 bedeuten die Übergangswahrscheinlichkeiten zwischen denselben Zuständen wie beim Ausgangsprozess, beziehen sich aber jeweils auf zwei Schritte dieses Prozesses.

7
a)
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b)
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c)
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a)
Die Grenzverteilung  
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  erhält man, indem man zwei ausreichend hohe Potenzen von U mit 
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  müssen dabei so groß sein, dass man bei weiteren Erhöhungen keine (großen) Änderungen mehr erkennt. Die Nullen bedeuten, dass man die Zustände 1 und 2 auf lange Sicht verlässt. Man gelangt (von
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aus) mit Wahrscheinlichkeit 0,8533 in Zustand 3 und mit Wahrscheinlichkeit 0,4167 in Zustand 4.

b)
Zum Beispiel für die Startverteilung  
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  ergibt sich  
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a)
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  (erhalten aus ausreichend hoher Matrixpotenz, z. B.U40, vgl. Aufgabe 8)

b)
Grenzverteilungen  
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  bzw.  
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a)
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b)
Gleichungssystem:  
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,  Lösung:  
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