Schlüsselkonzept: Wahrscheinlichkeit – Statistik

Check-out: Klausurvorbereitung – Selbsteinschätzung
	Checkliste „Wahrscheinlichkeit – Statistik“ 
	Testauf‑
gaben
	Kann ich schon
	Da bin ich fast sicher
	Ich bin noch un‑
sicher
	Kann ich noch nicht
	Hilfen im Buch, die man bei Problemen nacharbeiten kann (LE = Lerneinheit)
	Trainingsaufgaben
(WVV = Wiederholen, Vertiefen, Vernetzen)

	1.
Ich kann zu einer Urliste die Kenngrößen Mittelwert und Standardabweichung bestimmen.
	1
	
	
	
	
	Lerneinheit 1
Kasten Beispiel 1
	Lerneinheit 1 
A. 1 – 3

	2.
Ich kann zu einer Häufigkeitsverteilung die Kenngrößen Mittelwert und Standardabweichung bestimmen.
	2
	
	
	
	 
	Lerneinheit 1
Kasten Beispiel 2
	Lerneinheit 1 
A. 4

	3.
Ich kann die Wahrscheinlich​keitsverteilung einer Zufalls​größe bestimmen und damit weitere Wahrscheinlichkeiten berechnen.
	3
	
	
	
	
	Lerneinheit 2
Beispiel 1
	Lerneinheit 2
A. 7

	4.
Ich kann den Erwartungswert und die Standardabweichung einer Zufallsgröße bestimmen.
	4
	
	
	
	
	Lerneinheit 2
Kasten und Beispiel 1
	Lerneinheit 2
A. 1, 4

	5.
Ich kann bei einer Zufallsgröße durch Simulation überprüfen, ob die empirischen und die theoretischen Kenngrößen ähnliche Werte liefern.
	5
	
	
	
	
	Lerneinheit 2
Beispiel 1
	Lerneinheit 2
A. 3

	6.
Ich kann beurteilen, ob ein Spiel fair ist.
	6
	
	
	
	
	Lerneinheit 3
Beispiel 2
	Lerneinheit 3
A. 6

	7.
Ich kann die Begriffe bei der Binomialverteilung verwenden und erkennen ob eine Zufallsgröße binomialverteilt ist.
	7
	
	
	
	
	Lerneinheit 3
Kasten
	Lerneinheit 3
A. 1 – 3

	8.
Ich kann die Bernoulliformel anwenden.
	8
	
	
	
	
	Lerneinheit 3
Beispiel
	Lerneinheit 3 
A. 4 – 7

	9.
Ich kann die Grundfunktionen Bn;p und Fn;p bei der Lösung von Aufgaben zur Binomialver​teilung einsetzen.
	9
	
	
	
	
	Lerneinheit 4 Beispiel a) 
Lerneinheit 5 Beispiel 1
	Lerneinheit 4
A. 1 – 3 
Lerneinheit 5
A. 1 – 4

	10.
Ich kann den Erwartungswert und die Standardabweichung einer binomialverteilten Zufallsgröße bestimmen.
	10
	
	
	
	
	Lerneinheit 4
Einführung
	Lerneinheit 4
A. 5 – 6

	11.
Ich kann die Sigma-Regeln bei Binomialverteilungen anwenden und für eine Skizze der Binomialverteilung verwenden.
	11
	
	
	
	
	Lerneinheit 4
Kasten
Beispiel b)
	Lerneinheit 4
A. 4 – 5


Schlüsselkonzept: Wahrscheinlichkeit – Statistik 

Check-out: Klausurvorbereitung – Test- und Trainingsaufgaben
	Checkliste „Wahrscheinlichkeit – Statistik“
	Testauf‑
gaben
	Kann ich schon
	Da bin ich fast sicher
	Ich bin noch un‑
sicher
	Kann ich noch nicht
	Hilfen im Buch, die man bei Problemen nacharbeiten kann (LE = Lerneinheit)
	Trainingsaufgaben
(WVV = Wiederholen, Vertiefen, Vernetzen)

	12.
Ich kann bei einer Bernoullikette die unbekannte  Länge bestimmen.
	
	
	
	
	
	Lerneinheit 5
Beispiel 2
	Lerneinheit 5 
A. 5 – 7

	13.
Ich kann bei einer Bernoullikette die unbekannte  Trefferwahrscheinlichkeit bestimmen.
	
	
	
	
	
	Lerneinheit 5
Beispiel 3
	Lerneinheit 1 
A. 8 – 9
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14. Ich kann einen zweiseitigen, einen rechtsseitigen sowie einen linksseitigen Signifikanztest durchführen.
	
	
	
	
	
	Lerneinheit 6 Kasten 
Lerneinheit 7 Kasten
	Lerneinheit 6 
A. 1 – 3
Lerneinheit 7 
A. 1 – 2
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15. Ich kann der Problemstellung bei einem Signifikanztest entnehmen, ob ein zweiseitiger, ein rechtsseitiger oder ein linksseitiger Signifikanztest angemessen ist.
	
	
	
	
	
	Lerneinheit 7 Beispiel 1
	Lerneinheit 7 
A. 6, 11

	16. Ich kann bei einem Signifikanztest Fehler 1. Art und 2. Art beschreiben und berechnen.
	
	
	
	
	
	Lerneinheit 8 Beispiel
	Lerneinheit 8 
A. 1 – 3


Schlüsselkonzept: Wahrscheinlichkeit – Statistik 

1
Berechnen Sie Mittelwert und Standardabweichung bei der Urliste.
a)
1; 5; 3; 5; 2 ohne GTR
b)
2,2; 3,7; 0,1; 9,4; 1,1; 0,1 mit GTR

2
Berechnen Sie Mittelwert und Standardabweichung bei der Häufigkeitsverteilung.
a)
ohne GTR
b)
mit GTR
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	3
Ein Glücksrad hat vier gleich große Felder und wird zweimal gedreht. Die Zufallsgröße X zählt die Summe der auftretenden Ergebnisse.
a)
Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X in einer Tabelle an und zeichnen Sie ihren Graphen.

b)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass X mindestens 7 beträgt?

c)
Bestimmen Sie  P (2 ≤ X ≤ 4).
	
	[image: image1.png]





4
Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung bei der Zufallsgröße von Aufgabe 3. 

5
Simulieren Sie 100 Drehungen des Glücksrades aus Aufgabe 3 mit dem GTR oder mit einer Tabellenkalkulation und berechnen Sie den Mittelwert und die (empirische) Standardabweichung. 
Vergleichen Sie mit den theoretischen Kenngrößen aus Aufgabe 4.

6
Die Zufallsvariable X gibt den Gewinn bei einem Spiel (in €) an. Die Tabelle zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X.
	a)
Wieso ist das Spiel nicht fair?
b)
Ändern Sie den Gewinn für  g = 5  so ab, dass
das Spiel fair ist.
	
	g

− 3

0

2

5

P (X = g)

0,5

0,3

0,1

0,1




7
a)
Beschreiben Sie eine Situation, bei der man die Wahrscheinlichkeit mit der Formel  
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 · 0,64 · 0,416  berechnet. Verwenden Sie dabei die Begriffe aus dem Kasten in Lerneinheit 3.

b)
Was bedeutet 
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 in der von Ihnen beschriebenen Situation? 

c)
Wie kann man 
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 berechnen?
8
Bei einer Bernoullikette der Länge 5 beträgt die Trefferwahrscheinlichkeit 
[image: image5.wmf]3

1

.
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit,
a)
nur Treffer zu erzielen,

b)
genau drei Treffer zu erzielen,

c)
höchstens zwei Treffer zu erzielen,

d)
mindestens zwei und höchstens vier Treffer zu erzielen?

9
In einer Schale liegen vier rote und sechs grüne Kugeln. Sie ziehen ohne hinzusehen 20-mal eine Kugel und legen sie jeweils wieder zurück. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit für die Ziehung von
a)
genau 8 roten Kugeln 
b)
höchstens 8 roten Kugeln
c)
mindestens 8 roten Kugeln
d)
mindestens 6 und höchstens 10 roten Kugeln?

10
Bestimmen Sie für die Zufallsgröße „Anzahl der Sechsen bei 45-maligem Würfeln“ den Erwartungswert und die Standardabweichung. Interpretieren Sie die Bedeutung dieser Kennzahlen.
11
a)
Bestimmen Sie für die Zufallsgröße „Anzahl der Sechsen bei 50-maligem Würfeln“ 
das 2 (-Intervall exakt und vergleichen Sie das Ergebnis mit der Näherung, welche die 2 (-Regel liefert.

b)
Lösen Sie Teil a) für die Zufallsgröße „Anzahl der Sechsen bei 500-maligem Würfeln“.
c)
Zeichnen Sie den Graphen der Verteilung der Zufallsgröße aus Teil a) sowie eine Skizze des Graphen. 

12
Dirk hat bei Basketball-Freiwürfen erfahrungsgemäß eine Trefferquote von 90 %. Wie oft muss Dirk mindestens einen Freiwurf ausführen, damit er mit mindestens 99 % bei mindestens
a)
einem Freiwurf 
b)
zwei Freiwürfen
c)
vier Freiwürfen
trifft?

13
Gordon will bei fünf Basketball-Freiwürfen mit mindestens 90 % Wahrscheinlichkeit bei allen fünf Würfen treffen. Wie groß muss Gordons Trefferwahrscheinlichkeit dazu mindestens sein?

14
Die Nullhypothese „Ein Würfel fällt mit der Wahrscheinlichkeit 
[image: image6.wmf]6
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 auf die Eins“ soll bei dem Stichprobenumfang 300 auf dem Signifikanzniveau 5 % getestet werden.

Bestimmen Sie den Ablehnungsbereich und die Irrtumswahrscheinlichkeit für einen

a)
linksseitigen Test, 
b)
zweiseitigen Test,
c)
rechtsseitigen Test.

15
Ein Unternehmer stellt elektronische Chips her. Er behauptet, dass davon höchstens 7 % defekt sind. Ein Kunde bezweifelt das, weil ihm nach seiner Ansicht übermäßig viele defekte Chips geliefert wurden.

Diese Einschätzung will der Kunde durch einen Signifikanztest mit einer Stichprobe von 200 Bauteilen auf dem Signifikanzniveau 5 % überprüfen. Die Zufallsgröße X zählt dabei die Anzahl defekter Chips.
a)
Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung von X, wenn man von der Behauptung des Unternehmers und vom Extremfall  p = 7 %  ausgeht. Schätzen Sie grob die Mindestzahl von defekten Chips, bei denen der Kunde die Behauptung des Unternehmers für nicht richtig hält.
b)
Geben Sie die Nullhypothese und die Gegenhypothese an und bestimmen Sie den Annahmebereich und den Ablehnungsbereich der Nullhypothese. Formulieren Sie damit eine Entscheidungsregel für den Signifikanztest. 

Geben Sie die zugehörige Irrtumswahrscheinlichkeit an.

16
Die Hypothese „Ein-Euro-Münzen zeigen beim Münzwurf bevorzugt das Ergebnis Kopf“ wird rechtsseitig auf dem Signifikanzniveau 5 % mit einem Stichprobenumfang von 150 getestet.
a)
Geben Sie die Nullhypothese und die Gegenhypothese an und bestimmen Sie den Annahmebereich und den Ablehnungsbereich der Nullhypothese.

b)
Wann liegt ein Fehler 1. Art vor? Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit für den Fehler 1. Art? 
c)
Wann liegt ein Fehler 2. Art vor? Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit für den Fehler 2. Art, wenn tatsächlich mit 55 % Wahrscheinlichkeit „Kopf“ fällt?
d)
Welchen Einfluss auf die Fehler 1. bzw. 2. Art hat eine Erhöhung des Stichprobenumfangs, z. B. auf 300?

Schlüsselkonzept: Wahrscheinlichkeit – Statistik

Check-out: Klausurvorbereitung – Test- und Trainingsaufgaben – Lösungen

1
a)
Mittelwert 
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; Standardabweichung 
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b)
Mittelwert ≈ 2,77; Standardabweichung ≈ 3,22

2
a)
Mittelwert 2; Standardabweichung 
[image: image9.wmf]31


b)
Mittelwert − 0,42; Standardabweichung 2,28

3
a)

	k
	2
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	P (X = k)
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	Diagramm: Werte von X auf der Rechtsachse, zugehörige Wahrscheinlichkeiten auf der Hochachse.

b)
P (X ≥ 7) = 
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c)
P (2 ≤ X ≤ 4) = 
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Erwartungswert von X:  µ = 5

Standardabweichung von X:  σ = 
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	5
Siehe Rechnerabbildung rechts. Die Werte in der Liste und damit für Mittelwert und empirische Standardab​weichung können schwanken, wenn man die Berechnungen wiederholt, sie befinden sich aber in der Nähe der Werte aus Aufgabe 4.

6
a)
Das Spiel ist nicht fair, weil der Erwartungs​wert von X nicht Null ist, sondern − 0,8 (€).
b)
Wenn statt 5 € der Gewinn 0,26 € beträgt, dann ist der Erwartungswert Null, das Spiel also fair.
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7
a)
Individuelle Lösungen. 

Beispiel: In einer Socke sind drei rote und zwei grüne Kugeln. Man zieht zwanzigmal eine Kugel und legt sie jeweils zurück. Jedes Ziehen ist ein Bernoulliversuch mit den Ausgängen „rot“ bzw. „grün“, die zwanzigfache Wiederholung eine Bernoullikette, weil die Durchführungen unabhängig sind. Die Wahrscheinlichkeit für „rot“ beträgt 0,6, die für „grün“ beträgt 0,4. Wenn die Zufallsgröße X zählt, wie viele rote Kugeln gezogen werden, so wird mit der Formel  
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 · 0,64 · 0,416  die Wahrscheinlichkeit bestimmt, dass genau vier rote Kugeln gezogen werden. 

b)
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 gibt die Zahl der Möglichkeiten mit unterschiedlicher Reihenfolge an, bei 20 Ziehungen vier rote und 16 grüne Kugel zu ziehen.

c)
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8
X bezeichne die Trefferzahl.
a)
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b)
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c)
P (X ≤ 2) = P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2) = 
[image: image27.wmf]81
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d)
P (2 ≤ X ≤ 4) = P (X = 2) + P (X = 3) + P (X = 4) = 
[image: image28.wmf]243
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9
Die Anzahl der roten Kugeln bei 20 Ziehungen mit Zurücklegen ist binomialverteilt mit den Parametern n = 20  und  p = 0,4  (kurz B20; 0,4 - verteilt).
a)
B20; 0,4 (8) = 0,1797  
b)
F20; 0,4 (8) = 0,5956
c)
1 − F20; 0,4 (7) = 0,5841
d)
F20; 0,4 (10) − F20; 0,4 (5) = 0,7469
10
Die Zufallsgröße „Anzahl der Sechsen bei 45-maligem Würfeln“ ist 
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Erwartungswert  
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Der Erwartungswert ergibt (ggf. nach Auf- oder Abrunden auf eine benachbarte ganze Zahl) den Wert mit der höchsten Wahrscheinlichkeit an 
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	11
a)
2(-Intervall für die Zufallsgröße X: „Anzahl der Sechsen bei 50-maligem Würfeln“ exakt:  
P (3,06 ≤ X ≤ 13,60) = P (4 ≤ X ≤ 13) = 0,9455.  Es besteht eine geringe Abweichung – etwa 0,09 – zur Näherung 0,954, welche die 2(-Regel liefert.
b)
2(-Intervall für die Zufallsgröße X: „Anzahl der Sechsen bei 500-maligem Würfeln“ exakt:  
P (66,67 ≤ X ≤ 100) = P (67 ≤ X ≤ 100) = 0,9589.  Die Abweichung zur Näherung 0,954, welche die 2(-Regel liefert, ist nun geringer.
c)
Den genauen Graphen kann man sich als Säulendiagramm mit Excel oder mit dem GTR ausgeben lassen. 
Eine „schnelle“ Skizze des Graphen von 
[image: image33.wmf]1
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 kann man folgendermaßen erstellen:

Man verwendet drei Punkte des Graphen in der Nähe des Hochpunktes bei µ und der „Wendepunkte“ bei  ( − (  bzw.  ( + (  (gerundet auf zwei oder drei Dezimalstellen), z. B. (5 | 0,075); (8 | 0,15);  (11 | 0,08).
Man zeichnet damit eine glockenförmige Linie als „Kontur“ des eigentlichen Graphen. Als Hilfe können dabei auch die Sigma-Regeln dienen. Denn die Fläche  unter dem Graphen im Bereich  ( − (  bzw. ( + (  beträgt etwa 68 % – also etwa 
[image: image34.wmf]3
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– der gesamten Fläche unter dem Graphen.
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12
Man kann davon ausgehen, dass Dirks Trefferzahl X binomialverteilt ist, wobei die Trefferwahrscheinlichkeit  p = 0,9  und die Wurfzahl, d. h. die Kettenlänge n der zugehörigen Bernoullikette, unbekannt ist. Es muss gelten: 
a)
P (X ≥ 1) ≥ 0,99
1 − P (X = 0) ≥ 0,99
P (X = 0) ≤ 0,01

Aus der Tabelle Bn;0,9(0) liest man ab:  n ≥ 2
Die Lösung kann man auch mit der Ungleichung  0,1n ≤ 0,01  erhalten:  
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b)
P (X ≥ 2) ≥ 0,99  bzw.  P (X ≤ 1) ≤ 0,01
Aus der Tabelle F0,9(1)  liest man ab:  n ≥ 4
c)
P (X ≥ 4) ≥ 0,99  bzw.  P (X ≤ 3) ≤ 0,01
Aus der Tabelle Fn;0,9(3)  liest man ab:  n ≥ 7


13
Man kann davon ausgehen, dass Gordons Trefferzahl X binomialverteilt ist, wobei die Trefferwahrscheinlichkeit p unbekannt und die Wurfzahl, d. h. die Kettenlänge  n = 5  der zugehörigen Bernoullikette bekannt ist. Es muss gelten: 
P (X = 5) ≥ 0,9,  also,  p5 ≥ 0,9,  
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Gordons Trefferwahrscheinlichkeit müsste also fast 98 % betragen!

14
Die Nullhypothese „Ein Würfel fällt mit der Wahrscheinlichkeit 
[image: image39.wmf]6
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 auf die Eins“ soll bei dem Stichprobenumfang 300 auf dem Signifikanzniveau 5 % getestet werden.

Bestimmen Sie den Ablehnungsbereich für einen

a)
H0: 
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 H1: 
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-verteilt, wenn H0 gilt. Der Annahmebereich für die Nullhypothese hat die Form [a; n], wobei a die kleinste Zahl ist, so​dass  P (X ≤ a) > 0,05.  Man liest aus der Tabelle 
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 ab:  a = 40.  Der Ablehnungsbereich ist daher [0; 39], die Irrtumswahrscheinlichkeit  P (X ≤ 39) = 0,0486.
b)
H0: 
[image: image45.wmf];
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 H1: 
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. Die Testvariable X zählt die Sechsen; sie ist 
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-verteilt, wenn H0 gilt. Der Annahmebereich für die Nullhypothese hat die Form [a; b], wobei a die kleinste Zahl ist, sodass  P (X ≤ a) > 0,025  und b die kleinste Zahl ist, sodass  P (X ≤ b) > 0,975.  Man liest aus der Tabelle 
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6

300;

F

 ab:  a = 38;  b = 63.  Der Ablehnungsbereich besteht daher aus allen Werten, die höchstens 37 oder mindestens 64 sind. Die Irrtumswahrscheinlichkeit beträgt  P (X ≤ 37) + P (X ≥ 64) = P (X ≤ 37) + 1 − P (X ≤ 63) = 0,0439.
c)
H0: 
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-verteilt, wenn H0 gilt. Der Annahmebereich für die Nullhypothese hat die Form [0; b], wobei b die kleinste Zahl ist, so​dass  P (X ≤ b) > 0,95.  Man liest aus der Tabelle 
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 ab:  b = 61.  Der Ablehnungsbereich ist daher [62; 300], die Irrtumswahrscheinlichkeit P (X ≥ 62) = 1 − P (X ≤ 61) = 0,0402.
15
a)
X wird als B200; 0,07 - verteilt angenommen. Erwartungswert  ( = 14,  Standardabweichung  ( = 3,61.  Der Kunde wird die Behauptung des Unternehmers ablehnen, wenn deutlich mehr Chips defekt sind als der Erwartungswert angibt. Die Mindestanzahl von defekten Chips, bei denen der Kunde die Behauptung des Unternehmers für falsch hält, liegt etwa bei  ( + 2 ( ≈ 21.
b)
H0:  p ≤ 0,07;  H1:  p > 0,07
Annahmebereich und Ablehnungsbereich der Nullhypothese:  A = [0; 20],  
[image: image54.wmf]]
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. Entscheidungsregel für den Signifikanztest: Wenn höchstens 20 defekte Chips in der Stichprobe sind, kann der Kunde die Behauptung des Unternehmers akzeptieren, sonst wird er sie ablehnen.  

Irrtumswahrscheinlichkeit:  P (X ≥ 21) = 1 − P (X ≤ 20) = 0,0418.
16
Die Hypothese „Ein-Euro-Münzen zeigen beim Münzwurf bevorzugt das Ergebnis Kopf“ wird rechtsseitig auf dem Signifikanzniveau 5 % mit einem Stichprobenumfang von 150 getestet.
a)
H0:  p ≤ 0,5;  H1:  p > 0,5
Annahmebereich und Ablehnungsbereich der Nullhypothese:  A = [0; 85],  
[image: image55.wmf]]

150

;

86

[

A

=


b)
Ein Fehler 1. Art liegt vor, wenn die Nullhypothese verworfen wird, obwohl sie stimmt. Seine Wahrscheinlichkeit ist die Irrtumswahrscheinlichkeit  1 − F150; 0,5(85) = 0,0430. 
c)
Ein Fehler 2. Art liegt vor, wenn die Nullhypothese akzeptiert wird, obwohl sie falsch ist. 
Die Wahrscheinlichkeit für den Fehler 2. Art, wenn tatsächlich mit 55 % Wahrscheinlichkeit „Kopf“ fällt ist F150; 0,55(85) = 0,6880.
d)
Der Fehler 1. Art hat etwa gleiche Wahrscheinlichkeit, aber für den Fehler 2. Art sinkt die Wahrscheinlichkeit (bei gleicher angenommener „wahrer“ Wahrscheinlichkeit, hier 55 %). 

Konkret gilt bei  n = 300:  A = [0; 164],  
[image: image56.wmf]]

300

;

165

[

A

=


Wahrscheinlichkeit für den Fehler 1. Art ist  1 − F300; 0,5(164) = 0,0470.

Die Wahrscheinlichkeit für den Fehler 2. Art, wenn tatsächlich mit 55 % Wahrscheinlichkeit „Kopf“ fällt ist F300; 0,55(164) = 0,4761.
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