II – Abhängigkeit und Änderung – Ableitung
Testaufgaben – Klausur

1
a)
Berechnen Sie den Differenzenquotienten der Funktion f mit  f (x) = – 7 x2 + 1  in den Intervallen 
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b)
Stellen Sie eine begründete Vermutung auf, welchen Wert der Differenzenquotient auf dem Intervall 
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 hat, wobei n eine natürliche Zahl ist. Was passiert wenn n große Werte annimmt?

2
Enzyme beschleunigen bestimmte chemische Reaktionen, so beschleunigt das Enzym Amylase zum Beispiel die Spaltung von Stärke im Mund. Dieses Enzym ist im Mundspeichel enthalten. Da sich die dreidimensionale Struktur eines Enzyms in Abhängigkeit vom pH-Wert verändert, ist die Aktivität eines Enzyms vom pH-Wert abhängig. Die folgende Tabelle zeigt die Abhängigkeit des Enzyms Amylase vom 

pH-Wert. Für das Enzym ist jeweils die Aktivität in % angegeben, wobei 100 % den maximalen Substratumsatz dieses Enzyms angibt.

	pH-Wert
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Aktivität von Amylase
	6
	50
	88
	93
	62
	20
	0


a)
Bestimmen Sie die mittlere Änderungsrate im Intervall [6; 10]. Interpretieren Sie die Bedeutung der mittleren Änderungsrate in diesem Sachzusammenhang.

b)
Bestimmen Sie ein Intervall der Länge 1 (für den pH-Wert), in dem die Aktivität des Enzyms am stärksten zunimmt.

3
Ein Wissenschaftler hat im Rahmen einer Forschungsarbeit das Wachstum einer Bakterienkultur auf einem Nährboden beobachtet.
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Alle zwei Stunden wurde von ihm die Größe der von den Bakterien bedeckten Fläche gemessen. Seine Messwerte sind in dem folgenden Koordinatensystem dargestellt: 

a)
Bestimmen Sie geometrisch die durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit der Bakterienkultur 
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 zwischen dem Beobachtungsbeginn und 5 Uhr nachts.

b)
Bestimmen Sie ein anderes Zeitintervall, in dem die durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit der Bakterienkultur etwa genauso groß ist wie zwischen Beobachtungsbeginn und 5 Uhr nachts.

c)
In welchem Zeitintervall von 2 Stunden Länge vermehren sich die Bakterien am schnellsten und wie hoch ist die durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit pro Stunde?
II – Abhängigkeit und Änderung – Ableitung
Testaufgaben – Klausur

4
Bei einem Fallschirmsprung verlassen die Fallschirmspringer bei 4000 m Höhe das Flugzeug. Vernachlässigt man den Luftwiderstand, so fällt ein Körper nach dem Weg-Zeit-Gesetz:  s (t) = 
[image: image7.wmf]2
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· g · t2  mit  
t ≥ 0.  s (t) ist der Weg in Abhängigkeit von der Zeit t. Dabei ist g die Erdbeschleunigung, d. h.  g = 9,81 
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a)
Stellen Sie eine Funktionsgleichung für die Flughöhe in Abhängigkeit von der Zeit für den Zeitraum vor dem Öffnen des Fallschirms auf. 

b)
Bestimmen Sie näherungsweise die Ableitung der in a) aufgestellten Funktion an der Stelle  t0 = 5  mithilfe des Differenzenquotienten für  h ( 0.

c)
Stellen Sie die Flughöhe des Springers in Abhängigkeit von der Zeit für die ersten 15 Sekunden nach Absprung grafisch dar und bestimmen Sie näherungsweise die Ableitung der in a) aufgestellten Funktion an der Stelle  t1 = 10  geometrisch.

d)
Bearbeiten Sie die Aufgaben 4 b) und 4 c) mithilfe eines GTR. Vergleichen Sie die Ergebnisse und begründen Sie ggf. das Auftreten von Unterschieden bei den Ergebnissen. Interpretieren Sie die Ergebnisse im Sachzusammenhang.

5
Gegeben ist die Funktion  f (x) = x2 – 2.

a)
Berechnen Sie f ((– 2) mithilfe des Differenzenquotienten für  h ( 0.

b)
Bestimmen Sie die Steigung der Funktion an der Stelle 3 mithilfe des Differenzenquotienten für  h ( 0.

c)
Beschreiben Sie, welcher Zusammenhang zwischen x0 und f ((x0) besteht.

6
Untersuchen Sie den Graphen der zusammengesetzten Funktion f mit  f (x) = x – 1  für  – 3 ≤ x ≤ 2  und 

f (x) = (x – 1)2  für  2 < x ≤ 3,5  an der Stelle  x1 = 2  auf Differenzierbarkeit.

7
Gegeben ist die Funktion f mit  f (x) = 3 x2 + 7 x – 4.

a)
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der zugehörigen Ableitungsfunktion mithilfe des Differenzen-quotienten für  h ( 0. 

b)
Berechnen Sie f ((– 2) und bestimmen Sie die Stelle, an der die Ableitung den Wert 25 annimmt.

	8
a)
Skizzieren Sie mithilfe des Graphen von f den Graphen der Ableitungsfunktion f (und erläutern Sie Ihr Vorgehen. 

b)
Ergänzen Sie die folgenden Sätze sinnvoll.

1. Wenn die Steigung des Graphen negativ ist, dann ist der Graph 

der Ableitungsfunktion                                    .

2. Je kleiner die Steigung des Graphen von f ist, desto                                                                                        .
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3. Wenn die Funktion an einer Stelle ein Minimum hat, dann hat die Ableitungsfunktion                                      
                                                                                                                                                                              .

II – Abhängigkeit und Änderung – Ableitung
Testaufgaben – Klausur

	9
Um tageszeitabhängige Schwankungen im Wasserverbrauch einer Stadt abzufangen, wurden früher Wasserspeicher verwendet, um Wasser-verbrauchsspitzen abzufangen. Der Speicher wird nachts, wenn von den Bewohnern nicht viel Wasser verbraucht wird, gefüllt. In der Abbildung ist der Füllstand eines Wasserspeichers in Hektolitern im Tagesverlauf (x in Stunden ab 0 Uhr) dargestellt.

a)
Beschreiben Sie die Entwicklung des Füllstands im Wasserspeicher im Tagesverlauf. 

b)
Skizzieren Sie den Graphen der Ableitungs-funktion. 
	
	[image: image10.png]1 P_

_1|2_

11 |4_

|1 |6_

11 ‘8_

20

| 22






c)
Welche Bedeutung hat die Ableitungsfunktion in diesem Sachzusammenhang?
10
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der 1. und 2. Ableitung von f.

	a)
f (x) = 2 x4 + 7 x3 – 5
	
	b)
f (x) = 3 · (x – 4)2 + 5
	
	c)
f (x) = 4 x2 – 3 a
	
	d)
f (x) = 5 · a · x3 + 7 a2


11
Die Abhängigkeit des Enzyms Amylase vom pH-Wert (vgl. Aufgabe. 2) kann durch die Funktion f mit 

f (x) = 0,89 x4 – 23,56 x3 + 215,2 x2 – 783,6 x + 980  mit  4 ≤ x ≤ 10  näherungsweise beschrieben werden, wobei x den pH-Wert und f (x) die Aktivität des Enzyms in Prozent angibt. 

a)
Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion f ((x).

b)
Zeichnen Sie die Graphen der Funktion f und der Ableitungsfunktion f ((x).

c)
Beschreiben Sie den Verlauf der Ableitungsfunktion im Sachkontext. Welche Bedeutung hat die Ableitung und der Verlauf ihres Graphen im Kontext?

12
Gegeben ist die Funktion  f (x) = 5 x3 – 15 x2 + x.

a)
Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an der Stelle  x = 1.

b)
Bestimmen Sie die Punkte, in denen die Tangente an die Funktion f (x) in diesem Punkt parallel zu der Geraden g mit  g (x) = – 10,25 · x – 5  ist.

c)
Prüfen Sie, ob die Tangente an den Graphen von f (x) im Ursprung weitere Schnittpunkte mit dem Graphen von f (x) besitzt.

13
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der 1. und 2. Ableitung von f.

	a)
f (x) = 3 · x4 + 5 · sin (x)
	
	b)
f (x) = 0,5 · cos (x) – 13
	
	c)
f (x) = k · sin (x) + 2 · k · x


14
Bestimmen Sie die beiden Punkte im Intervall [0; 2 (], in welchen der Graph der Funktion f mit  

f (x) = 3 · cos (x) – 2 x  dieselbe Steigung besitzt wie die Gerade mit der Gleichung  y = – 0,5 · x + 2.

II – Abhängigkeit und Änderung – Ableitung
Testaufgaben – Klausur – Lösungen

1
a)
Differenzenquotient im Intervall 
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b)
Vermutung: Der Differenzenquotient hat auf dem Intervall 
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 die mittlere Änderungsrate 
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2
a)
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Bei einer Veränderung des pH-Werts von 6 auf 10 nimmt die Aktivität des Enzyms Amylase durchschnittlich um 22 % pro pH-Wert-Veränderung um den Wert 1 ab.

b)
Die Aktivität des Enzyms Amylase nimmt am stärksten bei einer Veränderung des pH-Werts von 4 auf 5 zu, nämlich um 44 %. Das gesucht Intervall ist also [4; 5]. In allen anderen Intervallen der Länge 1 ist die Zunahme entweder geringer oder es handelt sich um eine Abnahme. 

3
a)
v = 
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Es ergibt sich eine durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit v zwischen Beobachtungsbeginn und 5 Uhr nachts von etwa 2,95 
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b)
Hier gibt es ganz verschiedene Intervalle, die ebenfalls eine Wachstumsgeschwindigkeit von etwa 2,95 
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 haben. Diese können am besten bestimmt werden, indem man mithilfe der Zeichnung abschätzt, welche Geraden zwischen zwei Punkten eine ähnliche Steigung haben, wie die Gerade durch den Anfangspunkt und den Punkt (5:00 | 62). 

Eine Möglichkeit wäre zum Beispiel: In dem Zeitintervall von 14 Uhr bis 16 Uhr ist die durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit:  v = 
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c)
Wenn man den Wert bei 8 Uhr als „Ausreißer“ ansieht, ist die mittlere Wachstumsgeschwindigkeit in dem Zeitintervall von 20 Uhr bis 22 Uhr mit  v = 4,5 
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  am größten.
II – Abhängigkeit und Änderung – Ableitung
Testaufgaben – Klausur – Lösungen

4
a)
Die Funktion, die die Höhe des Fallschirmspringers angibt, berechnet sich wie folgt: 

h (t) = 4000 – s (t) = 4000 – 
[image: image28.wmf]2

1

· g · t2 = 4000 – 4,905 · t2,  weil der Fallschirmspringer in einer Höhe von 
4000 Meter abspringt und die Höhe sich in jeder Sekunde um s (t) Meter verringert.

b)
In der Tabelle werden Näherungswerte des Differenzenquotienten für  h ( 0  bestimmt. Um den Wert der Ableitung möglichst genau eingrenzen zu können, berechnet man die Näherungswerte für negative und positive Werte von h.

	h
	f (5 + h) – f (5)
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	– 0,1
	4,855 95
	– 48,5595
	
	0,1
	– 4,954 05
	– 49,5405

	– 0,01
	0,490 009 5
	– 49,000 95
	
	0,01
	– 0,490 990 5
	– 49,099 05

	– 0,001
	0,049 045 095
	– 49,045 095
	
	0,001
	– 0,049 054 905
	– 49,054 905

	– 0,0001
	0,004 904 951
	– 49,049 509 5
	
	0,0001
	– 0,004 905 049
	– 49,050 490 5


Die Ableitung von h (t) an der Stelle  t0 = 5  liegt zwischen – 49,049 509 5 und – 49,050 490 5. 

Sie nähert sich also vermutlich dem Wert  f ((5) = – 49,05.

c)

	An der Stelle t1 hat die Funktion h (t) etwa eine Ableitung von  h ((10) = – 500 : 5 = – 100,  da die Tangente an den Graphen der Funktion h (t) im Punkt (10 | 3509,5) die Steigung – 100 besitzt.
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	d)
Mithilfe des GTR erhält man für die Ableitung von h (t) an den Stellen  t0 = 5  und  t1 = 10  folgende numerisch ermittelten Werte:
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Die in b) näherungsweise über den Differenzenquotienten für  h ( 0  bestimmte Ableitung an der Stelle  

t0 = 5  stimmt mit der vom GTR näherungsweise bestimmten überein und beträgt – 49,05. Im Sachkontext bedeutet dies, dass der Fallschirmspringer 5 Sekunden nach seinem Absprung mit einer Geschwindigkeit von 49,05 
[image: image33.wmf]s

m

 fällt.

Die in c) geometrisch (über die Steigung der Tangente) bestimmte Ableitung an der Stelle  t1 = 10  stimmt mit der vom GTR näherungsweise bestimmten Ableitung nur ungefähr überein, da aus der Zeichnung die Koor-dinaten eines weiteren Punkts, der auf der Tangenten liegt, nur ungenau abgelesen werden kann, um die Steigung der Tangente zu berechnen. Im Sachkontext bedeutet das Ergebnis, dass der Fallschirmspringer 

10 Sekunden nach seinem Absprung mit einer Geschwindigkeit von 98,1 
[image: image34.wmf]s

m

 fällt.

Kapitel II – Abhängigkeit und Änderung – Ableitung
Testaufgaben – Klausur – Lösungen

5
a)

[image: image35.wmf]h

4

h

)

h

4

(

h

h

h

h

4

h

2

2

h

h

4

4

h

)

2

)

2

((

2

)

h

2

(

h

)

2

(

f

)

h

2

(

f

2

2

2

2

+

-

=

=

=

=

=

+

-

+

-

-

-

+

-

-

-

-

-

+

-

-

-

+

-


Für  h ( 0  erhält man  – 4 + h ( – 4.  Die Ableitung an der Stelle – 2 ist also  f ((– 2) = – 4.

b)
Die Steigung der Funktion an der Stelle 3 erhält man durch Bestimmung von f ((3):
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Für  h ( 0  erhält man  6 + h ( 6.  Die Steigung der Funktion an der Stelle 3 beträgt also  f ((3) = 6.

c)
Die Ableitung an der Stelle x0 ist bei dieser Funktion immer der doppelte Wert von x0.  

f ((– 2) = 2 · (– 2) = – 4;  f (3) = 2 · 3 = 6 

6
Hier muss eine Fallunterscheidung gemacht werden für den Fall, dass  h > 0  ist und dass  h < 0  ist, da sich die Funktionen für diese beiden Fälle voneinander unterscheiden:

1. Fall: Für  h < 0  ist  x1 + h = 2 + h < 2,  und daher ist  f (2 + h) = (2 + h) – 1.

Betrachten Sie den Differenzenquotienten für h gegen 0:
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Für  h ( 0  erhält man  1 ( 1.

2. Fall: Für  h > 0  ist  x1 + h = 2 + h > 2,  und daher ist  f (2 + h) = (2 + h – 1)2
Betrachten Sie den Differenzenquotienten für h gegen 0:
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Für  h ( 0  erhält man  2 + h ( 2.

Die Funktion ist an der Stelle also nicht differenzierbar, da die Ableitung an der Stelle 2 nicht existiert, weil die Differenzenquotienten für die beiden Fälle voneinander abweichen.

7
a)
Zunächst wird der Differenzenquotient an einer beliebigen Stelle x0 betrachtet:
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Die Funktionsgleichung der Ableitungsfunktion lautet also:  f ((x) = 6 x + 7. 

b)
f ((– 2) = 6 ( (– 2) + 7 = – 5

f ((x0) = 25  (  6 x0 + 7 = 25  (  6 x0 = 18  (  x0 = 3

Die Ableitung nimmt an der Stelle  x0 = 3  den Wert 25 an.

II – Abhängigkeit und Änderung – Ableitung
Testaufgaben – Klausur – Lösungen

	8
a)
An den Stellen  x = – 3  und  x = 1  besitzt der Graph von f (x) Hochpunkte, an denen die Steigung des Graphen 0 ist, daher muss die Ableitungsfunktion f ((x) an diesen Stellen den Wert 0 haben. An den Stellen  x = – 1  und  x = 3  besitzt der Graph von f (x) Tiefpunkte, an denen die Steigung des Graphen 0 ist, daher muss die Ableitungs-funktion f ((x) an diesen Stellen den Wert 0 haben. Da der Graph der Funktion für  x < – 3  steigt, muss die Ableitungsfunktion in diesem Bereich positive Werte annehmen, wobei diese sich bei Annäherung an den Hochpunkt immer stärker der 0 nähern, d. h. kleiner werden. 
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Im Bereich  – 3 < x < – 1  fällt der Graph der Funktion f, sodass die Ableitungsfunktion in diesem Bereich negative Werte annehmen muss. Im Bereich  – 1 < x < 1  steigt der Graph der Funktion f, sodass die Ableitungsfunktion in diesem Bereich positive Werte annehmen muss, wobei die Steigung im Ursprung am größten ist, sodass der Graph der Ableitungsfunktion im Ursprung einen Hochpunkt besitzen muss. Im Bereich  1 < x < 3  fällt der Graph der Funktion f, sodass die Ableitungsfunktion in diesem Bereich negative Werte annehmen muss. Da der Graph der Funktion für  x > 3  steigt, muss die Ableitungsfunktion in diesem Bereich positive Werte annehmen.

b)
1.  Wenn die Steigung des Graphen negativ ist, dann ist der Graph der Ableitungsfunktion unterhalb der 

x-Achse.

2.  Je kleiner die Steigung des Graphen von f ist, desto kleiner werden die Funktionswerte der Ableitungs-funktion.

3.  Wenn die Funktion an einer Stelle ein Minimum hat, dann hat die Ableitungsfunktion an dieser Stelle eine Nullstelle.
	9
a)
Von Mitternacht bis 4 Uhr morgens nimmt der Füllstand im Wasserspeicher von 0 Hektoliter auf 

1200 Hektoliter zu, d. h. der Wasserspeicher wird in dieser Zeit aufgefüllt. Ab 4 Uhr morgens sinkt der Füllstand im Wasserspeicher, zunächst recht lang-sam, dann immer schneller, bis der Füllstand etwa um 8 Uhr morgens am stärksten abnimmt. Dies liegt vermutlich daran, dass morgens viel Wasser ver-braucht wird, weil z. B. sich viele Personen duschen bzw. waschen. Danach sinkt der Füllstand im Wasserspeicher bis 24 Uhr weiter, allerdings immer langsamer bis nahezu kein Wasser mehr im Was-serspeicher vorhanden ist.
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b)
Der Graph der Ableitungsfunktion ist in der nebenstehenden Abbildung dargestellt. Da die Steigung des Graphen von f nicht genau abgelesen werden kann, müssen die y-Koordinaten von f (nicht genau eingetragen werden. Der Verlauf des Graphen und die Nullstelle sollten allerdings übereinstimmen. 

c)
Die Ableitungsfunktion gibt in diesem Sachzusammenhang an, mit welcher Geschwindigkeit Wasser in den Wasserspeicher einfließt bzw. herausfließt.
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	a)
f ((x) = 8 x3 + 21 x2
	
	b)
f ((x) = 6 x – 24
	
	c)
f ((x) = 8 x
	
	d)
f ((x) = 15 ( a ( x2

	
f (((x) = 24 x2 + 42 x
	
	
f (((x) = 6
	
	
f (((x) = 8
	
	
f (((x) = 30 ( a ( x


II – Abhängigkeit und Änderung – Ableitung
Testaufgaben – Klausur – Lösungen
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a)
f ((x) = 3,56 x3 – 70,68 x2 + 430,4 x – 783,6               b) 

	c)
Zunächst steigt der Graph der Ableitungsfunktion bei einer Veränderung des pH-Werts von 4 auf etwa 5 an, wo sie einen Hochpunkt erreicht. Dies be-deutet im Sachkontext, dass die Enzymaktivität bei einem pH-Wert von 5 am stärksten zunimmt. Von einem pH-Wert von 5 bis zu einem pH-Wert von etwa 8,5 fällt der Graph der Ableitungsfunktion, wobei die Ableitungsfunktion bei einem pH-Wert von etwa 6,7 eine Nullstelle besitzt. Dies bedeutet im Anwendungskontext, dass die Zunahme der Enzym-aktivität bei der Veränderung des pH-Werts zu-nächst abnimmt bis die Zunahme den Wert 0 erreicht, was bedeutet, dass die Enzymaktivität bei diesem pH-Wert (ca. 6,7) ihr Maximum erreicht. 
	
	[image: image45.png]





Danach fällt der Graph der Ableitungsfunktion weiter in den negativen Bereich, was bedeutet, dass die Enzymaktivität in Abhängigkeit vom pH-Wert zunächst langsam und dann schneller abnimmt, bis bei einem pH-Wert von etwa 8,5 die stärkste Abnahme erreicht wird. Bei einem pH-Wert über 8,5 nimmt die Enzym-aktivität bei steigendem pH-Wert nach wie vor ab, allerdings wird die Abnahme immer geringer.
12
a)
f ((x) = 15 x2 – 30 x + 1  (  f ((1) = – 14 = m  (Steigung der gesuchten Tangente)

Setzen Sie  m = – 14  und den Berührpunkt (1 | – 9) in die Geradengleichung  y = m ( x + n  ein, um den 

y-Achsenabschnitt n zu bestimmen:  – 9 = – 14 ( 1 + n  (  n = 5  

Daher lautet die Gleichung der Tangenten an den Graphen der Funktion f im Punkt (1 | – 9):  y = – 14 ( x + 5.

b)
Da die Tangente parallel zu der Geraden g sein soll, müssen beide Geraden dieselbe Steigung besitzen, d. h. gesucht sind Tangenten, die eine Steigung von – 10,25 haben. Da die Steigung der Tangenten f ((x0) entspricht, sind Stellen x0 gesucht, für welche  f ((x0) = – 10,25  gilt:

15 x2 – 30 x + 1 = – 10,25  (  15 x2 – 30 x + 11,25 = 0  (  x2 – 2 x + 0,75 = 0  (  x1,2 = 1 ± 
[image: image46.wmf]25
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x1 = 0,5  bzw.  x2 = 1,5. 

Die Tangenten an den Graphen der Funktion f (x) in den Punkten (0,5 | – 2,625) und (1,5 | – 15,375) sind parallel zu der Geraden mit der Gleichung  g (x) = – 10,25 ( x – 5.

c)
f ((0) = 1 = m  (Steigung der Tangente im Ursprung) ( Tangentengleichung:  y = x

Gleichsetzen der Funktionsgleichung f(x) und dieser Tangentengleichung:  5 x3 – 15 x2 + x = x

(  5 x3 – 15 x2 = 0  (  x2 ( (5 x – 15) = 0  (  x = 0  oder  5 x – 15 = 0  (  x = 0  oder  x = 3

Die Tangente schneidet den Graphen der Funktion f (x) also auch noch im Punkt (3 | 3). 
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	a)
f ((x) = 12 ( x3 + 5 cos (x)
	
	b)
f ((x) = – 0,5 ( sin (x)
	
	c)
f ((x) = k ( cos (x) + 2 k

	
f (((x) = 36 ( x2 – 5 sin (x)
	
	
f (((x) = – 0,5 ( cos (x)
	
	
f (((x) = – k ( sin (x)


14
Da die angegebene Gerade eine Steigung von – 0,5 besitzt, werden die Punkte im Intervall [0; 2 (] gesucht, in denen die Steigung des Graphen – 0,5 beträgt. Da die Ableitung die Steigung einer Funktion an einer Stelle angibt, sind also die Stellen mit  f ((x0 = – 0,5  gesucht. 

f ((x) = – 3 ( sin (x) – 2 = – 0,5  (  – 3 ( sin (x) = 1,5  (  sin (x) = – 0,5  (  x1 = 
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  und  x2 = 
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Berechnung der zugehörigen y-Koordinaten:  f 
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 ( – 9,93  und  

f 
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Die Punkte, in denen der Graph von f (x) eine Steigung von – 0,5 besitzt, sind P1
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P2 
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