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Aufgaben zur Vorbereitung auf die zentrale Klausur in der Einführungsphase

Hilfsmittelfreier Teil (20 Minuten)

	1
(Stochastik)
In einer Urne befinden sich zu Beginn eines Zufallsexperiments fünf Kugeln mit den Ziffern 1, 2, 3, 4 und 5. Aus der Urne werden nacheinander zwei Kugeln mit Zurücklegen gezogen. Dabei werden die beiden Ereignisse Z: „Beim ersten Ziehen erscheint die 2.“ und G: „Die Summe der Zahlen ist gerade.“ untersucht. 

Abbildung 1 zeigt das zu dem Zufallsexperiment erstellte Baumdiagramm.

Stellen Sie das Zufallsexperiment in einer Vierfeldertafel dar. (4 Punkte)

Erklären Sie die Bedeutung des Terms  
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  im Sachzusammenhang. (2 Punkte)
	
	Abbildung 1
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	2
(Analysis)

Gegeben ist die Funktion f mit  f (x) = x3 − 9 x.  Abbildung 2 zeigt den Graphen der Funktion.

a)
Skizzieren Sie den Graphen der Ableitungsfunktion f(. (2 Punkte)

b)
Bestimmen Sie rechnerisch die Tangente t an den Graphen von f im Punkt P (1 | − 8). (2 Punkte)

c)
Bestimmen Sie rechnerisch die Intervalle, in denen der Graph von f monoton steigend und in denen er monoton fallend verläuft. (2 Punkte) 
3
(Analysis)
Gegeben ist die Funktion  fa (x) = x3 + 6 x2 + a x  mit  a ( [image: image3.png]


.
a)
Bestimmen Sie, wie der Parameter a gewählt werden muss, damit die Stelle  x = 2  eine Nullstelle der Funktion f ist. (2 Punkte) 

b)
Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion  f (x) = x3 + 6 x2 + 5 x.  (4 Punkte)
	
	Abbildung 2
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Teil mit Hilfsmitteln (80 Minuten)

1
Innermathematische Aufgabe
Gegeben sind zwei Funktionen f und g mit  f (x) = 
[image: image5.wmf]4
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∙ x3 − 3 x  und  g (x) = 0,75 x2 − 3.  Die Graphen der Funktionen sind in Abbildung 1 dargestellt.
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Abbildung 1

a)
(1)  Weisen Sie anhand des Funktionsterms nach, dass der Graph der Funktion f eine Punktsymmetrie zum Ursprung aufweist. (2 Punkte)

(2)  Bestimmen Sie den Funktionswert von f an der Stelle  x1 = 4.
Geben Sie nun den Funktionswert an der Stelle  x2 = − 4  ohne eine weitere Rechnung an und begründen Sie Ihre Lösung mithilfe der Aussage aus Aufgabenteil a) (1). (3 Punkte)

b)
T1 (0 | − 3) ist der lokale Tiefpunkt des Graphen von g und T2 (2 | − 4) ist der lokale Tiefpunkt des Gaphen von f.

(1)  Der Graph der Funktion g soll so verschoben werden, dass die Koordinaten des lokalen Tiefpunkts von g mit den Koordinaten des lokalen Tiefpunkts von f übereinstimmen. Die Funktion, die zu dem verschobenen Graphen von g gehört, wird mit g1 bezeichnet. Beschreiben Sie, durch welche Verschiebung der Graph von g in den Graphen von g1 überführt wird. Geben Sie eine Funktionsgleichung von g1 an. (2 Punkte)

(2)  Die Funktion f wird um dem Faktor 
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 gestaucht, so dass die Funktion f1 entsteht. Geben Sie die Funktionsgleichung von f1 an und bestimmen Sie die Koordinaten des lokalen Tiefpunkts der Funktion f1. (3 Punkte)

c)
(1)  Bestimmen Sie alle Stellen des Graphen von f, die die Steigung 2 haben. (3 Punkte)

(2)  Erläutern Sie, warum es keine weitere Stellen geben kann, an denen der Graph von f die Steigung 2 hat. (2 Punkte)

(3)  Bestimmen Sie die Stellen, an denen f und g die gleiche Steigung haben rechnerisch. (5 Punkte)

d)
Erläutern Sie anhand von zwei Beispielen den Zusammenhang zwischen der Funktion f und ihrer Ableitungsfunktion g. Beziehen Sie sich dabei konkret auf Eigenschaften der beiden Graphen in Abbildung 1. (4 Punkte)

2
Kontextbezogene Aufgabe (Bienenpopulation)

Die Population eines Bienenvolkes kann im Laufe eines Jahres näherungsweise durch die Funktion  f (x) = 
[image: image8.wmf]6
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x3 − 3,5 x2 + 19 x + 20  modelliert werden. Dabei gibt x die Zeit in Monaten nach dem Beobachtungsbeginn im März  (x = 0)  an. Die Funktion f gibt die Anzahl der Bienen in 1000 Stück an. Der Graph der Funktion f ist in Abbildung 2 dargestellt.
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Abbildung 2

a)
Berechnen Sie, aus wie vielen Bienen das Bienenvolk nach diesem Modell im September besteht. (1 Punkt)

b)
Ermitteln Sie, ausgehend von einem mathematischen Ansatz, wann die Bienenpopulation am größten ist.

Geben Sie die Populationsgröße des Bienenvolkes zu diesem Zeitpunkt an. (9 Punkte)

c)
Berechnen Sie den Term  
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  und erläutern Sie die Bedeutung des Werts im Sachzusammenhang. (3 Punkte)

d)
Geben Sie zwei Begründungen an, warum die Funktion f außerhalb des in Abbildung 2 dargestellten Bereiches keine sinnvolle Beschreibung der Population des Bienenvolkes liefert. (4 Punkte)

e)
(1)  Skizzieren Sie den Graphen der Ableitungsfunktion f( für  0 ≤ x ≤ 12  in der Abbildung 2. (3 Punkte)

(2)  Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen von f( im Sachzusammenhang. (4 Punkte)

Lösungen zum hilfsmittelfreien Teil

1
(Stochastik)
a)
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b)
Der Term gibt die Wahrscheinlichkeit dafür an, dass die Summe der Zahlen gerade ist, wenn beim ersten Ziehen bereits eine 2 gezogen wurde.

	2
(Analysis)
a)
f((x) = 3 x2 − 9 

Skizze s. Abbildung 1 

b)
m = f' (1) = − 6  (  t (x) = − 6 x + b

P (1 | − 8) einsetzen:  − 8 = − 6 ∙ 1 + b  (  b = − 2  t (x) = − 6 x − 2
c)
Für  
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  ist die Funktion (streng) monoton steigend, für  
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  (streng) monoton fallend und für  
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  (streng) monoton steigend.
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Abbildung 1


3
(Analysis)
a)
f (2) = 23 + 6 ∙ 22 + a ∙ 2 = 0  (  a = − 16

b)
f (x) = 0  (  x3 + 6 x2 + 5 x = 0  (  x ∙ (x2 + 6 x + 5) = 0  (  x ∙ (x + 1) ∙ (x + 5)  (  x1 = 0,  x2 = − 1,  x3 = − 5
Lösungen zum Teil mit Hilfsmitteln

1
Innermathematische Aufgabe
a)
(1)  f (− x) = 
[image: image25.wmf]4

1

∙ (− x)3 − 3 ∙ (− x) = − 
[image: image26.wmf]4
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x3 + 3 x = − f (x)

(Es kann ebenso mit den ausschließlich ungeraden Exponenten der Funktion f argumentiert werden.)

(2)  f (4) = 4

f (− 4) = − 4  Da die Funktion f punktsymmetrisch zum Ursprung ist, wird der Punkt (4 | 4) über den Ursprung (0|0) auf den Punkt (− 4 | − 4) gespiegelt.

b)
(1)  Der Graph von g muss um 2 Einheiten nach rechts und um eine Einheit nach unten verschoben werden.  g1 (x) = g (x − 2) − 1 = 0,75 ∙ (x − 2)2 − 4

(2)  f1 (x) = 
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∙ f (x) = 
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x3 − 
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Da die Stauchung keine Auswirkung auf die x-Koordinate des Tiefpunkts hat, verbleibt dieser bei  x = 2.  
Es gilt  f1 (2) = 
[image: image30.wmf]4
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∙ f (2) = − 1,  also  
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(2 | − 1).
c)
(1)  f((x) = 
[image: image32.wmf]4
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x2 − 3
Aus  f((x) = 2  folgt  
[image: image33.wmf]4
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x2 − 3 = 2  (  x1 = 2,58;  x2 = − 2,58

(2)  Da f( eine quadratische Funktion ist, gibt es höchstens zwei Stellen, für die  f((x) = 2  gilt.

(3)  g((x) = 1,5 x

Ansatz:  f((x) = g((x)  (  
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x2 − 3 = 1,5 x  (  
[image: image35.wmf]4
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x2 − 1,5 x − 3 = 0  (  x1 = 3,24;  x2 = − 1,24

d)
An der Stelle  x = 2  hat die Funktion f ein lokales Minimum und die Funktion g eine Nullstelle. An der Stelle x = 1  hat der Graph der Funktion f eine negative Steigung und der Graph der Funktion g verläuft unterhalb der x-Achse.

2
Kontextbezogene Aufgabe
a)
f (6) = 44  Das Bienenvolk besteht in diesem Modell im September aus 44 000 Bienen.

b)
f((x) = 
[image: image36.wmf]2
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x2 − 7 x + 19

f((x) = 0  (  x1 = 10,32;  x2 = 3,68
Untersuchung auf Vorzeichenwechsel: 

f((3,6) = 0,28    f((3,7) = − 0,06    VZW von − zu +  (  lokales Maximum
f((10,3) = − 0,06   f((10,4) = 0,28    VZW von + zu −  (  lokales Minimum
f (3,68) = 50,83  Betrachtung der Randwerte:  f (0) = 20  f (12) = 32

Die Bienenpopulation ist nach etwa 3,5 Monaten mit ungefähr 50 830 Bienen am größten.

c)
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Die Größe des Bienenvolkes nimmt zwischen dem 1. und dem 3. Monat mit durchschnittlich etwa 7167 Bienen pro Monat zu.

d)
Da  f (24) = 764  ist, hätte die Bienenpopulation nach beispielweise 2 Jahren eine Größe von 765 000 Bienen, was für einen einzelnen Bienenstamm nicht wirklichkeitsnah ist. Weiterhin gilt  f (− 3) = − 73.  Die Größe der Bienenpopulation kann jedoch keine negativen Werte annehmen.

e)
(1)  
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(2)  Die Wachstumsrate der Bienenpopulation (in Bienen pro Monat) ist zunächst positiv, so dass die Population ansteigt. Die Wachstumsrate nimmt jedoch bis zum 7. Monat ab. Nach etwa 3,5 Monaten (Mitte Juni) bis etwa 10,3 Monaten (Anfang Januar) ist die Wachstumsrate negativ, was einer Abnahme der Population entspricht. Die Abnahme der Bienenpopulation ist nach 7 Monaten (Oktober) am größten. Nach 10,3 Monaten (Anfang Januar) ist das Wachstum der Bienenpopulation wiederum positiv und steigt zunehmend stärker an. 
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