Schiilerbuchseite 118-120 Lésungen vorléufig

V Geraden und Ebenen im Raum

1 Lineare Abhdngigkeit und Unabhéngigkeit von Vektoren

S.118 1 a) Zum Frasen der Spuren von a und € braucht man nur die Bewegung rechts - links des
Fraskopfs, da die Pfeile der Vektoren parallel sind. Aus dem gleichen Grund braucht man zum
Frasen der Spuren b und d nur die Bewegung vor - zuriick des Portals.

b) f=ra+sb )
7 s-b
b
rra a
2 1 2=21
S.120 2 a) (—3) =r- ( 2) ] -3#%2-2, = linear unabhingig
1 -3 142-(-3)
04 03
b) |1 |=r-|075 ’ r= %; = linear abhéngig
1,6 1,2
c) Je zwei der drei Vektoren sind linear unabhangig.
1 1 0 1=r
2|=r-|4|+s-|2 2=4r+2s = -2s=2s; s=-1; y = Die drei Vektoren sind
3 > 1 3=5-1 falsch linear unabhangig.
c) Je zwei der drei Vektoren sind linear unabhangig.
9 3 0 9 =r-3
-8|=r-{-2]+s-(1 -8 =r-(-2)+s = s=-2s; = Die drei Vektoren sind
9 5 3 9 =3-5-2-3 wahr linear abhangig.

3 a) e, &, und &; sind linear unabhangig, weil keiner der drei Vektoren ein Vielfaches des anderen

ist und die Vektorgleichung €3 =r-e; +s-e, nicht |dsbar ist.
Die drei Vektoren spannen einen Wiirfel auf.
b) und c) Vier Vektoren im Raum sind stets linear abhangig.

d) €4, e, und e, +e3 spannen ein raumliches Gebilde auf, sind also linear unabhangig.

e) e;, &, und 2e,-e,+3e; spannen ein rdumliches Gebilde auf, sind also linear unabhangig.

ZU a) zu b) Zu c) zu d)
X3
ejtes

); a=r-1 oder a=%

zu e)

b
=

= a=1oder a=-1

o [
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II: 3=3r+3s } r=1-s

Ill: 2=5r+6s ] inlll: 2=5(1-s)+6s = s=-3;r=4
inl: a=4-2+(-3)-(-1) => a=mM

la= r+3s ] I-ll:  0=2r+s; s=-2r

Il:  a=-r+2s

Il: -6=4r-s inlll: -6=4r+2r = r=-1,s=2
inl: a=-1+32 = a=5
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Schiilerbuchseite 120 Lésungen vorldufig

0 -
5 (3);€=1,5-§+2b
1
Das 3D-Bild lasst sich so drehen,
dass man sieht, wie die Vektoren
X, in einer Ebene liegen.
6

=
a

7 a) Je zwei der drei Vektoren sind linear abhéngig.

-
a=rb+s-C

4 i 0 l: 4= r(-1) = r=-4) 3@=-4b+2-C
(4)=r- 2| +s: 6) ] inll: 4= -4-24s-6 = s=2 @, b und ¢ sind linear
2 1 1 inll: -2=-4-1+2-1  wahr abhingig.

b) Aus der Losung von Teilaufgabe a) folgt: E=-%§+%E und ?=%§+2§

0 d=ra+sb+t-C
|: 2=r-4-s-1 ausl:  s=4r-2
ll: =1=r-4+s-2+t-6 ] inll: =1=4r+8r-4+6t
H: 3 =r-(-2)+s-1+t-1 inlll:  3=-2r+4r-2+t
aus lll:  t=5-2r

inll: =1=12r-4+6(5-2r)
-1=26 Widerspruch
Das Gleichungssystem ist nicht I6sbar, also |&sst sich d nicht als Linearkombination von a, b
und C darstellen.

— - . . .
Die Pfeile von @, b und € liegen in einer Ebene.

o 12y (1)) (s (-6 (5
8 a) (@xb)ec=||1]x|2]||o|a]|=]| 6|o|4]|=-30+24+6=0
20 \2/ V2] | 3] 2

b) (3 X b) oC =0 bedeutet, dass der von den drei Vektoren aufgespannte Spat das Volumen
V = ORE hat. Die Reprdsentanten mit gemeinsamem Anfangspunkt liegen also in einer Ebene.

Die drei Vektoren sind linear abhéngig. (Ex 5)03 + 0 bedeutet, dass die Vektoren ein echtes
raumliches Gebilde auspannen.

Also: (Fxb)ed=0 =
(ZXB))°E)=FO =

, E;, linear abhangig
b

o o
ol 0]

linear unabhéangig

My
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Schiilerbuchseite 120-123 Lésungen vorldufig

9 Da die Vektorgleichung r-3 +s-b +t-C =0 gilt auf jeden Fall
t=-1%0.
Im gezeichneten Fall sind die drei Koeffizienten # 0.
10 Ansatz: y=mx+t
Aeg = (D) 1= 2m+t 2 1
Beg = () -3=-4m+t | = M73: 1773

2.1
g y=3%x73
Die Gerade ist nicht Graph einer proportionalen Funktion, da sie nicht durch den Ursprung des Koor-
dinatensystems geht.

X

2 Vektorielle Darstellung von Geraden

S.121 1

Schnitt der Graphen:

1%)( =x2-2x+1 = ... =

x-(x2-3x+3) =0
Gg = x=0 oder x2-3x+3=0
(x-1)2 Da D=32-41-3=-3<0, ist S(0|1) der einzige
(= Scheitelpunktform)  Schnittpunkt.

a) A(-113),B(312) l: 3=-1m+t ’ Il 1=-4m = m=-1
Il: 2= 3m+t ; n?
1 ” inl: 3=Z+t = t=z
g5X2=_ZX1+Z
b) AB - (_ﬁ); AC = (_(2)5); A_C)=%-ﬁ; AC und AB sind linear abhangig.
O AD-15-A8 = D -A+15A8 --3+15:( 4) -3
: / 315 1) =175
_)—_) .—). 7 = -1 . 4 . 8 =K- 4 =
D F =A+K-AB; 7) (3)+K(—1)' (—2) (5) = k=2
F=A+2-AB
S.123 2 a) gistparallel zur x,-Achse.  b) h ist parallel zur xx,-Ebene.

3 o a8 X-(3)+2(7]) ac X=(3)e2(73)

7 7 2
AB geht durch |, 11, IlI; AC geht durch I, 11, IlI;
R 0 6 R 0 9
b) AB: X=| 5|+2-|-2 AC: X=| 5|+2-|-14
-4 5 -4 4
AB geht durch IV, |, V, VI; AC geht durch IV, VIII, V, VI;
R 3 2 R 3 4
c) AB: X=(-2]|+2-| 3 AC: X=|-2|+2-| 6
1 -3 1 -6

AB geht durch IlI, IV, VIII,V;  AC geht durch IlI, IV, VIII, V;
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o [

w 5-[1)-2( 3

4
BC geht durch |, 11, 111
L |6 3
BC: X=(3]|+2-|-12
1 -1

BC geht durch VIII, IV, I, I1.
R 5 2
BC: X=| 1|+2-| 3
-2 -3

C liegt auf AB, also AB-AC = BC.
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Schiilerbuchseite 123 Lésungen vorldufig

1 1
4 g x={-2]+2-| 3
2 -1
3 1 1 2 1
Ceg: |a|=|-2]|+2-| 3|; 6|=2-| 3|; 2=2 = Ceg
0 2 -1 -2 -1
-2 1 1 -3 1
Deg: |-6|=|-2|+2-| 3|; [-4|=2-| 3]|; kein2mbglich = De&g
-4 2 -1 \-6 -1
N 0 1 1 0,5
5 a) x=| 3|+2-(2 oderz.B. X=| 5|+u-(1
-9 3 -6 1,5
5 |0 0 N 0 0
b) X=(0]+2-[ 2 oderz.B. X=| 8|+u-[-2
0 -1 -4 1
6 AQI-DundB(513)eg I: —1=2m+t’|_”: 4--3m = m-4
Il: 3 =5m+t
e =94 —
. inl: -1=23+t = t=-3
g X2=3X73
Alternative Losung: xq= 2+32 = 2=%x1—%
Xy = 1442 = %o =-1+4-(1x-2)

_ 4 8 . _4 "
X2 —_1+§X1_§ = 8:X —§X1_§

7 a) g halbiert den Winkel zwi- b) g halbiert den Winkel zwi- ¢) g schliefit mit den drei posi-
schen der positiven x-Achse schen der positiven x,-Achse tiven Achsen den gleichen
und der positiven x3-Achse. und der positiven x3-Achse. Winkel ein.

8 a g:i=(1)+2- ;) b)
3 3
Spurpunkt Sqp: 0=3+432 = 2=-1
S12(21210)
Spurpunkt S43: 0= 4+22 = 2=-2
S13(3101-3)
Spurpunkt Sy3: 0= 1-2 = 2= 1
S23(01616)

X*|E

&S
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Schiilerbuchseite 123 -124 Lésungen vorldufig

9

S.124 10

1"

12

13

14

Alle Rechte vorbehalten.

o [
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o & i-(32{ )

X1

b) xy=-22 = 2=—7

X =1+32 = x2=1—%x1; x2=—%x1+1

e 2, (-2
4 X =(2)+2-("
c) h: X (1)+2( 3)
3+ k 7 _(2).5.(3
@ ke X = (F)+2:(3)
2T e) Parallele Geraden haben linear abhéngige
14 Richtungsvektoren. Bei senkrechten Geraden
LT T 7N\, ., ist das Skalarprodukt der Richtungsvektoren
3 _'2/_'1/0 . 2 X 4 5 gleich Null.
’l__
-2+ g h
L o 4
g X= g +2- g X3 A g
Sipp 0=3+432 = 2=-1 Sip(-41-2]0) Sat s, 2
513: 0=2+42 = 2= _0,5 S’|3 (_2 | 0 |1,5) S’IZ
Sy 0=0+42 = 2= 0  S5(0]213) /
g geht durch die Oktanten VII, I, Il und I. T
Im ersten Sektanten verlauft sie von O X2
links — unten - hinten nach rechts - oben - vorn. T 1 2\3 4 5 6
2
3
- 1 1 X1 812
h: X=| 3|+2-|-2
-4 3
—_— 0 — _8 —_— — —_— — —_— —
a) AB={8|; BC=| 0|; ABoBC=0-(-8)+8-0-0=0 = ABLBC; |ABl=|BC|-8
0 0
- - — 0 -8 -8 — 1 (= = 1 0 -8 —4
b) D=A+BC=(3|+| 0|=| 3|, M=1-(B+D)=2-|n|+| 3||=| 7
0 0 0 0 0 0
N 1 -4 -2 - 1 -12 -6 - 1 -12 -6
C) MA5=§' 10] = 51; MDS=§' 10| = 51; MCS 2 18| = 9
6 3 6 3 6 3
L [-2 -6 L [-2 -4 S [-6 6 - [-6 2
g X=| 5|+2-| 6|; h: X=| 5|+p-| 4|; it X=| 5|+0-| 6|; j: X=| 5|+1-| 2
3 -3 3 0 3 -3 3 -3
1~ ==\ = 1 0 -8 -4 1 0 -4
&) V=1-|(aB xAD)eAs|=1-(8|x[-5|e| 4|=1-[ 0]e| 4]-128
0 0 6 64 6
N 11— — 0 0 -4 48
0=|ABxAD |+4-2-[AB+AS|= || of[+2-|[8]x| 4]||-64+2-( 0]=e4+2-16-VT3
64 0 6 32 - 64+32V13
a) 500=20t = t=25 Nach 25s erreicht das Flugzeug eine Héhe von 500 m.
. 60\ (1500\
b) x=25-(3o)=( 750); IX]=1750; Das Flugzeug ist 1,75km vom Punkt des Abhebens entfernt.
20 500
N 2 2 N 1 2 N 1 1
a) h:X=(_3)+2-(1) b) h:X=| 2|+2-| 1| oder X=| 2|+2-|2
-2 -2 -2 2

In R? ist die Richtung eindeutig festgelegt, die Richtungsvektoren von h sind linear abhangig.
In R? ist die Richtung nicht eindeutig festgelegt. Zwei Richtungsvektoren kénnen auch linear
unabhéngig sein.
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Schiilerbuchseite 124-126 Lésungen vorldufig

15 o) w1:X=2-(1); w2:x=p-(_1) b) wo: X =2+ 1]; wo: X = -1
1 1 0 0
kvl 1
€9 4 o7 3)2(y
2+ b) xq= 2+2 = 2=x1-2
Xp= =1+22 = Xp=-1+2:(x=2) =-1+2x1-4 =2x-5
1+ BG3IM 2, 1 2 -2 1 1 1
1 1 1 1 1 X‘I C) AB=(2); n=( 1)
T o MR () :
1 2/ 3 4 5 o - = o = -2)- =
1t AQI-) @ (73] (30)-(75) = (F)e[laer) ~260-2-160+0 =0
5 2X1=4=-x-1=0 = 2x4—-%x-5=0

Die Punkte X, welche die Gleichung HO()_(—K) =0 erftllen,
liegen auf der Geraden g.

17 P(8<X§12)=(108)-0,19-0,991+(1?8)-0,110-0,990+(100)-0,1”-0,989+(1?2)-0,112-0,988

1
~ 0,1304 + 0,1319 + 0,1199 + 0,0988 =0,4810
=4810%
18 Fehler im Schiilerbuch Auflage 1": Es muss A(6]0) anstatt A(0|6) heiRen.
a) X E und F liegen auf dem Thaleskreis iiber [OA] mit der
B Gleichung (x;-3)*+x2=9
41 b) Der Schnittpunkt der Hohen [OE] und [AF] muss auf
31 E der Hohe zu B liegen.
. . Also gilt fir seine x-Koordinate: x4 =4
2__
1+ X
1 1 1 1 1 X1
o S

3 Gegenseitige Lage von Geraden

S.125 1 a parallel zu b; a schneidet ¢; a windschief zu d; b windschief zu ¢ und d; ¢ windschief zu d
(440 [5 ¥ - -1,5) .(515)
2 3 g.x-(0)+2( 2); h'x'( 1)y
b) S(1,3111)

13=4-52 = 2=054

13\ _ (4 -5
Seg? ' )= )+2-( } =
g 11 (0 2 11=22 = 2=055

Sseh? (1,3)_(—1,5 erl.(5,5) _ 13=-154551 = p=0509
- 11)7\ -1 4

1M=-1 +4u = u=01525

3 Z.B.Zeichnung der Geraden mit Vektoris. g und h sind windschief.

5.126 4 3) Die beiden Richtungsvektoren sind linear unabhangig.
l: 1422 =3+5p ’ linl: 1+2(Q2+4u) =3+5u 2
= = u=-3
Il 2=2+4p 5+8u=3+5u 3
[N _ 2\_ 2
0o in II: 2-2+4:(-2)--2
s(-3]-3)
b) Die beiden Richtungsvektoren sind linear unabhéangig.
Il 1+2= 3+3p l Min Il -2=-2+2p = p=0
I1: -2=-2+2p 2=2und p=0inl: 1+2=3+3-0 wahr
M: 2+2=4 = 2=2
SGI1-214)
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Schiilerbuchseite 126-127 Losungen vorlaufig

c) Die beiden Richtungsvektoren sind linear unabhangig.

I: 3+2=11+3pn - aus |l: u=-8+32

Il: -2+432= 6+ p inlll: 1-22=-1+32-8 = 2=2

H: 1-22=-1+ u inll: Mn=-8+32 = u=-2
2=2und u=-2inl: 3+2=11-2-3 wahr

S(5141-3)

5 a) Die beiden Richtungsvektoren sind linear abhangig: (g) =-2- (__21 )
Liegt A(1]2) auf h? (;) = (g )+p(:%) = keine Losung moglich
g ist parallel zu h.

b) Die beiden Richtungsvektoren sind linear unabhéngig:

|: 242 =-p ‘3 lin ll: 7+2=5-2-2 = 2=-2
II:  7+2=5+u inl: -2+2=p = u=0
50015) 5 »
c) Die beiden Richtungsvektoren sind linear abhangig: ( 1)=—2-(—0,5
- 1
1 3 -1
Liegt A(112]3)aufh? (2] =(3]+p-{-05| = p=2
3 1 1
g=h
5.127 6 a) Die beiden Richtungsvektoren sind linear unabhangig.
l: 1+22=2 aus I: 2-1
II: 2=3+ U ;= inl: p=-1
W 1+2=4-4p 2=%und pu=-1inlll: 1+%=4—4-(—1) = keine L6sung moglich

g und h sind windschief.
b) Die beiden Richtungsvektoren sind linear unabhéangig.

;' 1+2= 3+3p aus Ill: 2=2
I1: -2==-2+2pu = inllk -2=-242y = up=0
I: 2+2=4 2=2und p=0inl: 1+2=3+3-0 wahr
SGI-214) ol I3
c) Die beiden Richtungsvektoren sind linear abhangig: 4)=2- 2
1 0,5
-1 8 3
Liegt A(=1]0]0,5) auf h? 0 |=|6]+u-[2 = u=-3
0,5 2 0,5

g=h

7 a) Falsch; g und h kénnen sich auch schneiden, namlich dann, wenn U, vV und AB linear abhangig
sind.
b) Richtig; denn wéren U und V linear abhingig, dann miissten die Geraden parallel sein oder
zusammenfallen.
¢) Individuelle Lésungen

8 P(-310/0); Q(-15]05]25); R(-6]4]0)

o (-3 0 R P -4,5
g:X=(O+2-6; h: X=| 05|+u-| 35|;
0 5 25 -25
Die Richtungsvektoren sind linear unabhangig.
l: -3=-15-45n aus IlI: 2=05-05u
l: 62=05+351 | = inll:  6:(05-05) =05+351 = p-=
ll: 52=25-25u aus I: “=%

g und h sind windschief.
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Schiilerbuchseite 127 Lésungen vorléufig

-2 I 4
1]; h125 X=13 +tu- -2
0 0 0

Die Richtungsvektoren von gy, und h4; sind linear unabhéngig.

3 1 4
2 3 -2 = u=05
0 0 0

I
9 a g12:X=(2)+2-
0

Liegt A(31210) auf hqy?

-

g1 =hn

b) g und h liegen in einer Ebene, die senkrecht zur x4x,-Ebene ist. g und h kdnnen also nicht mehr
windschief sein.
Die Richtungsvektoren von g und h sind linear abhdngig, also missen sich g und h schneiden.

I: 3-22=-1+4p aus lI: 2=1-2p
II: 2+2= 3-2p = inl 1+2-(1-2w) =-2+p = p=1
M: 1+22=-2+ p inll: 2=1-2=-1
2=-1und p=1inl: 3+2=1+4 wahr
SGI1-1)
N 1 4
c) h: X=| 3|+-|-2
-2 -4
N ) -2 L[4 -2
10 a) g,: X=|0]+2-| 3|; hi: X ={0]+p-| 3
0 1 0 0
b) und c)
1. Moglichkeit: g ist parallel zu h 2. Moglichkeit: g und h sind windschief
L (2 -2 o |4 -2 N ) -2 o |4 -2
g: X={0]|+2-| 3|; h: X=|0|+p-| 3 g X={0]|+2-] 3|; h: X=|0|+pu-| 3
3 1 1 1 3 -2 2 1

., [2+ 2\ [-6| [8+ 2
11 PX=|1+22|-(-5|=[6+22
2-22 1 1-22
B 8+ 2 1
PXel 2|=0 = [6+22]|c| 2]|=0 = 8+2+12+42-2+42=0
2 1-22] 1=2 18+92=0 = 2=-2
_, [8-2 6\ _ (6| [-6 0 L |0 6
PF=(6+2-(-2)|=(2]; F=|2|+|-5|={-3]|; h: X={-3]+2-|2
1-2-¢-2)| 15 5 1 6 6 5
o1 6
12 g X =|2]+2-[-2
1 3
hq parallel zu g: h, senkrecht zu g:
L |16 6 1 6\ (16| [-15+62
he X=[ 1]+u-{-2 PX=|2|+2-|-2]-| 1|=| 1-22|;
3 3 1 3 3 -2+32
.| 6
PX°|-2|=0 = -90+362-2+42-6+92=0;, -98+492=0;, 2=2
3
—, (-3 . [16 -3
F(131-217); PF=(-3]; hy X=| 1]|+u-{-3
4 3 4
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S.128

S.129

S.130

o [

13 a)

b)

f(x) =x3-3x2+4=0 = x=-1 X=2
f(x) =3x2-6x=0 = x3=0; x4=2
O =4 (=0
f'>0 f'>0
0 f'<0 2
f: e \ S

"

f(%) =%x“—gx3+3 =0 = x=3
F(x) = $x3-2x2 = 4x2-(x-3)

=0 = x=0; x3=3=xq

f(0)=3

fr : 20
f<0 0 f<0 3

f: AN N e

14 G 2 Grundpreis; E 2 erhdhter Preis

E=

g

125G = G= 15 E=0,8-E das Geschaft kann 20% Rabatt anbieten.

4 Vektorielle Darstellung von Ebenen

1 a)

b)
2 a)
3 a)
@)
4 o

Alle Rechte vorbehalten.

Eine Ebene kann auf folgende Weisen festgelegt werden:

- durch zwei sich schneidende Geraden;

= durch zwei parallele Geraden;

- durch eine Gerade und einen Punkt auBerhalb der Geraden.

AB geschnitten mit der x,-Achse liefert

X3
c D(0|4|0)eE. Somit liegen auch alle Punkte
2 der Geraden CD in der Ebene E.
o 0 0
%o CD: X=|-2|+2-|6| 2€R
- 2 2
— [ - (6]
c) CP=| 4|=AB; BP=( 0|=AC
0 2
ABCP ist also ein Parallelogramm und P
liegt in der Ebene E.
Es gilt: AP = AB +AC.
S (2 2 1 S (-3 2 3
E: X={3[+2+(-2|+p-|-1 b) E: X=| 1]+2-| 1|+p-|2
1 -3 1 4 -1 0
Die Punkte liegen in der x4x,-Ebene. b) Die Punkte liegen in der x,x3-Ebene.
Die Punkte liegen auf der x3-Achse. d) Die Punkte liegen auf der x4-Achse.
8 4 1 2
3[=|3[+2-] 2|+pu-|1
14 1 -1 2
I: 4= 2+2p = 2=2p-4
1 0=22+ p = inllk 0=2Qu-HH+p = u=16
H: 13=-2+2p inl: 2=2-16-4=-38
inlll: 13=38+2-16 falsch
A€EE

Analoges Vorgehen: B€E (2=u=-1); C€E 2=-4; u=2)

Lésungen und Materialien - Klasse 12

© Ernst Klett Verlag GmbH, Stuttgart 2010 | www.klett.de Lambacher Schweizer, Ausgabe Bayern, \Y Geraden und Ebenen im Raum 70

ISBN 978-3-12-732862-2



Schiilerbuchseite 130 Lésungen vorldufig

4 4 1 2
b) [3]=|3]+2-| 2 |+p-|1
d 1 -1 2
I: = 2+2u = 2=-2u
I 0=22+ p = inllk 0=-3u = p=0;2=0
: d-1=-2+2p inlll: d-1=0 = d=1
D131
Aus zwei der drei Gleichungen werden die Parameterwerte fiir 2 und p berechnet.
Aus der 3. Gleichung errechnet man die fehlende Koordinate.
e=?1; 2=“=41; E(72|6|2) ” (analoge Vorgehensweise wie bei D)
p=3i2=-5 n=3; P(s[13)
o 4 1 2
Ql=(3[+2-| 2|+p-(1
q 1 -1 2
I: —4= 2+2n aus I: 2=-4-2u
Il: g-3=22+ p { = inll: g-3=2--4-2wW+py = q=-5-3u (I
Ill: g-1=-2+2p inlll:  q-1=4+2pu+2p = q=5+4p (I
-1 0=-10-7p > p--2
——4-9.(-20)__8
I
10 5
= o sl-9]-3
5| _5
Q(O 313
Q liegt auf der Winkelhalbierenden der positiven x,-Achse und der positiven xs-Achse.
r=3;2=0; =1 R(6]4|3) (analoge Vorgehensweise wie bei Q)
- [0 5 0
5 a by E: X=(0]|+2-[ O]+u-| 4
4 -4 -4
o (5 -5
5122 X=|0|+0" 4
0 0
5 -5
5132 X=|0|+1-{ O
0 4
0 0
5232 X=10 +@ 4
4 -4
il
e X1
1 6 3 6
6 a) Schnitt mit der x;-Achse: o+{0|=4]|+2-(4]|+p-(8
0 1 1 4
I: o= 6+32+6Q aus lll: 2=-4u-1
II: -4=42+8p = inll: -4=-16p-4+8y = u=0 = 2=-1
lll: 13 = 2+4p in l: c=6-3=3
$131010)
0 6 3 6
Schnitt mit der xp-Achse: o-|1|=|4|+2-{4|+p-|8
0 1 1 4
Il -6=32+6u auslll: 2=-4pu-1
Il o=4+42+8n = inlt -6=3-(-4p-N+6p = pn=05
l: =1= 2+4p inlll:  2=-2-1=-3
S,(01-4]0) inll: 0=4+4-(-3)+8:05=-4
0 6 3 6
Schnitt mit der xs-Achse: o-|0|=(4|+2-|4|+u-|8
1 1 1 4
;' -6=32+6u = 2=-2-2u
Il: -4=42+8p = inll: -4=4-(-2-2W)+8y = 4=0; falsch
ll:  o=1+2+4pu = E schneidet die x3-Achse nicht.
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b) Blick in den IV. Quadranten: c) Die Ebene ist parallel zur x3-Achse.

X3

~<_ 0 ! X2

Blick in den I. Quadranten analog.

7  Ursprung des Koordinatensystems in der hinteren linken Ecke unten.
A(41013,5); B(0|414,5); C(0]6]125)

L[4 -4 4
EX=l0 |+2: 4]+p| 6
3,5 1 -1
i 6 Hinweis: P darf nicht auf der Gerade g liegen.
4 3 2 1 2
a) |=2|=[-1[+2-] 1| = |-1|=2-] 1 Es existiert kein 2, das die Gleichung lost; Peg.
1 4 -2 -3 -2
- 3 2 1
E X =|-1]+2:] T|+p-[-1
4l " \-2] 73
-1\ 3 2 -4 2
b) [-3|=|-1|+2-| 1 -2|=2-| 1| 2=-2 |6stdie Gleichung; Peg;
3 4 -2 4 -2

g und P legen keine Ebene fest.

9 a) neuer Aufpunkt fir 2=0, p=1: A(2|2|5)

1 -1 0 1 -1 3
neue Richtungsvektoren: z.B.| 1|+| 2|=(3]|; 2-| 1]-| 2|=| O
-2 3 1 -2 3 -7
R 0 3
E: X={2]+2-|3|+u-[ O
5 1 -7
neuer Aufpunkt fir 2=1, u=0: A(4]|1]0)
1 -1 2 1 -1 5
neue Richtungsvektoren: z.B.| 1|-| 2|=(-1]; 3+ 1|-2-| 2|=| -1
-2 3 -5 -2 3 -12
L |4 2 5
Ep: X={1[+2+(=1|+p-| -1
0 -5 -12

b) Wahlt man fur 2 und p je einen Wert, so erhalt man den neuen Aufpunkt. Die neuen Richtungs-

vektoren sind eine Linearkombination der urspriinglichen Richtungsvektoren.

o2y -1 2
10 2) AB=(2);AC=( 2 ;AD=(’I)
6 0 3

o (20 (-1 2y (12| 2
(AB XAC)OAD= 2|x( 2]|e|1]|=| -6]°[1]=-12; A, B,C, D liegen nicht in einer Ebene.
6/ \ o] |3 6/ |3
(2} . (3] — (5
b) AB=|1|; AC=|2|; AD=| 3
7 5 12
v — [2y 3\ 5\ -9\ |5 o302\ [3
(ABxAC)eaD =|[1|x|2]||o| 3]|=[11|o| 3]=0; E: X=[0]|+2-{1]+p-|2
70 \s/) 2]\ 4l (2 2| "7l s
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11 a) Die beiden Richtungsvektoren sind linear unabhangig.

I: 1422 =4+ ausIl: 2=1
Il: 1+32=4 = inlll: p=-1
11: 2+2 =4+p 2=1 u=-1inl: 1+2=4-1 wahr
SB1413)

(3 2 1
E: X=|4[+2-|3|+pu-|0

3 1 1
b) Die beiden Richtungsvektoren sind linear unabhéngig.
;' 3+422=7+p aus I u=-4+22
Il: =1+ 2=1+2p = inll: -1+2=1-8+42 = 2=2
l: 4-22=1+2p inl: H=-4+4=0
inlll:  4-4=1 falsch = gund h sind windschief.

2 -6
c) Die beiden Richtungsvektoren sind linear abhangig: —3~(1 ) = (—3)

Liegt ABI1|4)€eh? |1 3= 3- 6 = p=0
Il 1=-1-3u = p--3
H: 4= 4+12p
5 (3 2 0
E: X =[1|+2:| 1]+p-|-2
4 -4 0

d) Individuelle Losungen

12 v-]-4-3°n+3-3-32 -4 =15~ 471 [dm3];

0= oVierteI der Kugel + OBoden der Viertelkugel + OHéIfte des Kegels +

4 \12

= es existiert keine Losung fiir p;
g und h sind parallel.

OBoden des Halbkegels

- 143 o+ 732 +3-3-V3%4425 + 764
- 9 + on + Sn + 12 =2n+12~780 [dm?]
5 Normalenformen der Ebenengleichung
S. 131 1 a) Durch einen Punkt P einer Geraden g gibt es unendlich viele senkrechte Geraden h. Die Richtungs-

vektoren von drei Geraden sind linear abhéngig, d.h. die Pfeile sind parallel zu einer Ebene E,

die senkrecht zu g ist.

b) 9)

g1 (8

Die Lotgeraden zu einer

& Ebene E sind parallel.

|
L |
|

5. 132 2 an-

3 (3-8 = [

-1 _ ) . 10x1—8x2—5><3—19=
b) In|=v189 =3V2T; HNF: —E
¢ A€E? 10-2-8-(-2)-5-1-19=12+#0 = A&E

BeE? 10:-3-8:1-5-1-19=-2%0 = Be<E

(2 6\ (2 |6 [ 2
3 AB=|6|; AC=|-3|;, n=ABxAC=|6|x|-3|=| 14
3 2 3 2 -42
1 3 2 [] 1
E: 2| 2]e|X-|2]|=0; E: 3:(-3%-2x+6x3-11) =0
-6 3
© Ernst Klett Verlag GmbH, Stuttgart 2010 | www.klett.de Lambacher Schweizer, Ausgabe Bayern,
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=0; E: 10%-8%,-5x3-19 =0

} AB kann nicht in E liegen.

_)_
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1
7

i
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S.133

o [

4

a) Schnittpunkt mit der x4-Achse:
2%-12=0 = x1=6 $/(6/0]0)
Schnittpunkt mit der x,-Achse:
3X2—12 =0 = Xp = 4 52(0|4|0)
Schnittpunkt mit der x3-Achse:

4x3-12=0 = x3=3 53(0/0]3) 2
TS -6 -6
b) X=(0|+2-| 4|+u-[ O
0 0 3

g: 3x4+2x3-6=0; Gerade in der xqx3-Ebene

3
E: 3x+0%,+2x3-6=0; n = (O ; Ebene E parallel zur x,-Achse

2

E: x;—x3=0; Winkelhalbierende Ebene zwischen x4x,-Ebene und der x,x3-Ebene

A(31013); B(61313); C(31613); D(0]313); EBI3]0); F(3|3]6)

— (3} . |o ~ [3 3 0

AB=|3]|; AF=|3|; E(ABF): X ={0|+2-(3|+p-|3
0 3 3 0 3
— . _3

w3 oy w1

1
E(BCE): ( ’I)o
-1

8 a) x=2°=-32
C) X=81;

L={32}
L= {81

9 a f0=03-x%, F(x)=1,i3-x1,3

3 n"
o () =%'XZ; F() =%-x7

1

&) 00 =X72 F(0=-1x2 F(X=2x2

S |6
X—(B) =0; X1+X2—X3—6=0
3
b) I-8 ist nicht definiert; L={}
d) x=441; L = {441}

b) £ =535 FOO =20

d) F(0=09% F()=75x"

2
3

°X

1 1 _4
f) f=x3; f()=-3x3; F()=

Nw

6 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

L2 2
1 a) g=PQ: X=| 0]+2-[0
0 2

(1 -1 0

b) E: X=|0|+c-|-4]|+T-|0

0 0 1

Normalenvektor:

N

E:

-1

; Normalenform
in Vektordarstellung:

in Koordinatendarstellung:

-

ol X -

=0 E: 4X1_X2_4=0

1
0
0

¢) S muss die Gleichungen von g und E erfiillen. Man setzt den Ortsvektor X aus der Gleichung von

g in die Gleichung von E ein.

Aus g Xq =-2+22; X2=O; X3=22

iNE:  4-(-2+22)-0-4=0 = -8+82-4=0 = 2=15
-2 2

2 =15 in g eingesetzt: §=( 0 +1,5-(o) = 5(110]3)
0 2
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S.134

S.135

o [

S (2 3
a) g=AB: X=|3]|+2- 0) Eng: 2+432-2-3+2)+3-(1+2)+7=0
1 1 2432-6+32+7=0 = 2=-1,
2=-1 in geingesetzt: S(-1/3/0)
L3 1
b) h=CD: X = 2)+2- 2) Eng: 3+2-2-(2+22)+3-(1+2)+7=0
1 1 242-4-42+3+32+47=0 = 0+9=0 falsch
E und h haben keinen Punkt gemeinsam, also h|lE.
L (3 2 2 2 5
E X = 0+0"|+T 2; e=l1]x|-2|=| 2
2 -6
E: 5x+2x,-6x3-3=0
a) g=PO: X = +2- 2) Eng: 5-(1432)+2-(-5+22)-6-(1+22)-3 =0
1 2 5+152-10+42-6-122-3=0 = 2=2;

o (2
b) g=PQ: X =(4)+2-
1

7

2=2 ingeingesetzt: S(7|-1|5)

2

2
’I); Eng: 5:(2+22)+2-(4+2)-6-(1+22)-3=0
10+102+8+22-6-122-3=0 = 0+9=0 falsch

Eng={} also gllE.

E121 X3 = 0; E13I Xy = 0; Ezg: X9 = 0

L |3
a) g X =|2]+2-
1

gnEy: 1+42=0 = 2--1;  Sp(25[175/0)
gnE: 3+ 2=0 = 2=-2;  S;3(-1/0]-7)

- (3
b) g: X =(2)+2-

2
1
4

gnEy: 3+22=0 = 2=-15; S$,5(0/05]-5)

1

-1
2
0

gnEp: 1+ 0=0 = kein Schnittpunkt;

g |l x1x,-Ebene

gnE;: 2+422=0 = 2=-1;  S;3(4|0]1)

gnEzgl 3-2=0 > 2=3; 523(0|8|1)
N 1 o 0 N 0
xs-Achse: X =2-|0|; Xp-Achse: X =2-|1]|; xz-Achse: X =2-{0
0 0 1
L3} 2 2\ 2\ [ 2| |5
a) B X =[0|+m-|1]+v-[-2]; mg=[1|x[-2]=] 2
2 2 1 2 1 -6
5\ | [3
E| 2]o|X-|0]|l-0; E: 5x+2x%,-6X3-3 = 0
-6 2
xrAchsenE:  52-3=0 = 2=2 si(2|0]o)

b)

)

Xp-AchsenE: 22-3=0 = 2=15;
x3-AchsenE: -62-3=0 = 2=—%;
E: 3x=2x,+4x3-12=0

x1-Achse N E: 32-12=0 = 2=4;
Xy-AchsenE: -22-12=0 = 2=-6;
x3-AchsenE: 42-12=0 = 2=3;
E: x,+3x3-6=0

kein Schnittpunkt mit der x-Achse
Xy-AchsenE: 2-6=0 = 2=6;
x3-AchsenE: 32-6=0 = 2=2;
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S,(011,510) | Die Spurgeraden bilden ein Dreieck,
53(0‘0‘—%) das im V. Oktanten liegt.

$1(41010)

S,(0[-610) Das Spurgeradendreieck liegt im
5,(010(3) IV. Oktanten liegt.

S,(01610) E ist parallel zur x4-Achse.
S3(01012)
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zu b)

Sy
(0]1-610)

6 Koordinatensprung in D, DA ist x4-Achse; DC ist x,-Achse; DH ist x3-Achse
A(81010); B(81810); C(0]8]0); D(0]0]0); E(8]0]8); F(81818); G(0|818); H(0]0]8)

S |8 0 -8 R 8 0
E15 X=|0|+0c-|8|+T-[ O; E/|I Xf|_X2+X3_8=O Ez! X=}.l‘ 8|+v-|8]; Ez: X1_X2+X3=0
0 8 8 0 8
L |8 -8
g=EC: X={0|+2-| 8
8 -8 1 10521
Eing: 8-82-82+8-82-8-0; -24248-0 = 2-1; S(53[23[s]]
Eong: 8-82-82+8-82=0;  -242+16=0 = 2=2; 51(2§\5%\2§)
5 3 4 2 _, |4 2 4 -2
7 EX=|1]+p-(3]|+v-[1]; ng=|3]|x|1]=|-4|=-2-| 2
2 2 2 2 2 -2 1
2
a) gllE: nge|l al=0 = -4+2a-1=0 = a=25
2 -2 2
glE: 2:ng=| a| = 2| 2|=| a] = 2=-1a=-2
-1 11 \-1
b) gllE: nge|2al|=0 = -2+4a+a=0 = a=g
a
[ -2 1 ; ;
glE 2ng=|2al] = 2-| 2|=|2a| = 2=-3;a=-3
a 1 a
8 Individuelle Lésungen;
I 1 5 1 1
zB. gcE X=[2|+2-[1]; glE X=(2]|+2-[1
1 0 3 0
1 1 2
9 0 c=(2|x{-2|={-1|; E: 2x4-x,-4x3=0
P O 1 _4
N 6 2
L X={ 0[+2-[-1
e E -4 -4
g% ANl 2(6+22)+2-4(-4-42)=0
12+42+2+16+162=0 = 28+212=0 = 2=—%
GeD il 9= 8 /(2]_8|20
o Far P gilt: 2= 3 = P(g‘ 3 3)

10 a) Man legt eine Ebene E durch P senkrecht zu g. Richtungsvektor U von g ist der Normalenvek-
tor ng der Ebene E. Dann berechnet man die Koordinaten des Schnittpunkts F von g mit E.
FirP'gilt: PP =2-PF = P =P+2-PF

N[, (-2
b) ELgdurchP: E: —2)o X-| 4]|=0; E: xq=2xp+x3+7=0
1 3

Eng: 3+2-2-(1-22)-2+2+7=0
3+42-2+42-2+2+7=0 = 6+62=0 = 2=-1; F(2|3]-3)

e 4 6
PP=P+2-PF=| 4|+2:(-1]|=| 2|; P'6]2]-9
3 -6/ |-

c) Bild mit Vektoris
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S.136

o [

11 a) Der FuRpunkt F der Hohe h. liegt auf der Geraden AB; es gilt: CF L AB.

b)

)

d)

12 a)

Alle Rechte vorbehalten.

b)

)

d)

L (2 3 N 0 3
F=|0|+2: 6|; CF=[-6]+2-| &
3 -3 0 -3
-~ 0 3 3 5
CF°AB =0: ~6|+2-| 6]l°| 6|=0; 92-36+362+92=0 = -36+542=0 = 2=3
0 -3 -3
L (2 2 3 4
F={(0 +§' 6[=|4
3 -3 1

=/9+36+9 =3V6

T
Aasc = 3-g°h; g=|AB|=‘( 6)
-3 Angc =3+3V6 213 = 9VZ FE

] 2
h=|CF|=‘ -2||=Va+E+E =23
-2
1 5= .72 1 3\ [0 1 |[18)] 4 1
Aasc =2 |ABXACI=2-|| 6|x|6]|=Ansc=2|| O||=2-V324+324 = 3-18-V2 = 9VZ FE
-3/ \o 18
3 0
4]
_M=3l Vol _ 36 _ 2 _ ) N o
coso = e 6 BV Ve 0,8165; a=353
(_3) (3) y =180°-(35,3°+54,7%)
-6|° 0 — o_ o _ o
A = 180°-90° = 90

COSB=3E57r “ia/s 33 S 05774 Bm54T

@ ist Richtungsvektor der Geraden g; Uy ist Richtungsvektor der Geraden h. Man bestimmt den
Richtungsvektor w; der Geraden l: W[ = g XUp,.

Daraus bestimmt man den Normalenvektor ng von E: ng = W xUg.

Mit dem Aufpunkt A—g) der Geraden g und dem Normalenvektor ng kann die Normalengleichung
von E bestimmt werden: E: nge Y—A:;] = 0.

Die Ebene E schneidet die Gerade hin S.

Somit lautet die Gleichung der Geraden : X =S+o-W.

. 1 3 4 -1 I I 1 -3 1 N
(=1 2x|2|=|-4]|=-4-| 1); =1 1; e=| 1%l 2|=[ 0]=-3-{0}; =10
-1 1 -4 1 1 1 -1 -3 1 1
1M 15 (3
E: [O|o[X-[2]|=0; E:xq+x3-4=0
1 1
Enh: 8+3u+8+u-4=0 = u=-3; S(-1/0]5)
I -1
lLX=[ 0]+to-| 1
5 1
-1 -1\ (3 1 )
lng: | O|+o-| 1]=|2]+2-| 2 I -1-g=3+ 2 | linl:-1-2-22=3+2 = 2=-2
5 1 -1 I: o=2+22 | inllk 0=2-4=-2
in Ill: 5-2=1+2 wahr
5 [-1 -1 1
R=( 0]|-2-| 1|=(-2]; RI-2]3)
5 1 3

Veranschaulichung mit Vektoris.

L6ésungen und Materialien - Klasse 12
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13 Individuelle Lésungen
Méogliches Vorgehen: Je einen Punkt auf den drei Achsen vorgeben und die Spurgeraden zeichnen.
Alternative: Je einen Punkt auf zwei Achsen vorgeben und Ebene parallel zur dritten Achse zeichnen.

z.B.:
L[4 -4 -4 S 2 -2 0
EX=[o]+2:| 2|+p-| 0 E: X =[0]+2-(-2]+p-|0
0 0 0,5 0 0 1
E: X{+2x,+8x3-4=0 E: -2xq+2x,+t4=0
14 a) b) Die Tangenten gehen durch A bzw. B und stehen
Ax3 senkrecht auf dem Beriihrkreisradius [MA] bzw. [MB].
5+ —_ —
MG12) AGsIo) BGI3sy WA - 5], M8 - ()
4+ —_— — !
8 MA 1 MB
3+ vl 45 2 v _ (5 (1[5)
24 M 0 X'(O )+2'(1,5); & x_(3,5)+”' -2
S tnt, = {S}
1+ l: 45+22=5+15n } 4-(N+3-(11):18+12,52 = 30,5
N, K x I 152=35-2p | = 2-1
0 1 A5 6 eingesetztinl: u=1
= S(6515);

d) Die Dreiecke MSA und MSB sind nach dem SsW-Satz kongruent, denn MS = MS, MA =MB =r,
I SAM = 4 MBS = 90°. MS ist also Symmetrieachse des Vierecks ASBM.

e) AS - (%5); AS o AM = (%5)(’125) ~0; also <SAM = 90°.
Analog: BS LBM
MA = MB ohne Rechnung einsichtig, weil sie auf dem Kreis liegen.

Alternativ: Koordinaten in die Kreisgleichung einsetzen.

15 a) AQ2I-2/0); B(2]2]0); C(-2]2]0); D(-2]-2]0); E(0]0]-2v2); F(0]0]2V2)

— [0y -2} . (82 V2
AB=(4]; AF=| 2 |; ABxAF=| 0 [=8-|0
0 22 8 1
V2 [ | 2
E(ABF): 0 [o|X-|-2]||=0 Vektordarstellung; V2 x;+x3-2V2 =0 Koordinatendarstellung
1 0
R 2
b) L X=A-| 0
1

¢) Oist der Mittelpunkt der Kugel, weil es Symmetriezentrum des Oktaeders ist.
Der Schnittpunkt S von | mit der Ebene durch ABF liegt auf der Kugel.

\/? \/7 2 2 4 2
{S}=Enl: | 0 |e[2:| O |-[-2]|=0; 32-2V2=0 = 2=%V2; S(g‘o‘gﬁ)
1 1 0
4 2
g 3 —_—
Ki X2=r% SeK = | 0 |=r% r2=%+% = r=%\/g; K: X2=%4
22

d) Vo=%-47-22 =52 [VE]

A (2P, -6 Vo_ 9
&) Vg=3-(3V6)n=5m/6 - S=~165
Das Volumen des Oktaeders ist um 65% gréfer als das Kugelvolumen.
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Schiilerbuchseite 136-138 Lésungen vorldufig

S.137

S.138

o [

16

17

18

Alle Rechte vorbehalten.

2 2

=4+36+9=49 = AeK

5 2

3
-2 6
4 1 3
b) Die Ebene E, die die Kugel im Punkt A beriihrt, ist senkrecht zur Geraden MA.
3 2 2 5

-2 6|; E: |6 4

1 3 3 4
c) Jede Gerade g, die in der Ebene E liegt und durch A geht, ist Tangente an die Kugel.

E: 2x1+6x,+3x3-46 =0; moglicher Punkt: P(2|6|p3)€E = p3=2

a)

-

MA: X = +2- o/X-l4ll=0

4

- (5 -3
Gerade AP: X = (4)+}1-( 2) ist Tangente.

Ho: p=0,3; H4: p>0,3; kritischer Bereich K ={g,g+1,...,n}
Pg‘; (Zzg)=0,05 = Pgog (Z=g-1)20,95 stochastische Tabelle liefert: g-1=20; g =21
Ablehnung der Nullhypothese fiir ZeK = {21;22; ...;50}.

lim fx)=10 = c¢=10; f(XxX)=b-a*+10
X—>+

P(O|2)EGf = b-1+10 =2 = b=-8 = f(X)=—8'0,6X+10
0Q21712)eGs = -8-a2+10=712 = a=06
(0 <a war vorausgesetzt)

Gegenseitige Lage von Ebenen

-3\ (3 L (3 -3 3
a) Aufpunkt (310]0), Richtungsvektoren | 0]; |4]|; E: X=|0|+A- 0)+p- 4
2 0 0 2 0

b) Fir die gemeinsamen Punkte der Ebene E mit der x.x,-Ebene gelten zwei Bedingungen:
ihre Ortsvektoren erfillen die Vektorgleichung fur Eund x3 = 0.

- (3 3
c) x3=0 = 0=0+2A+0u = A=0 S1p: X = 0)+p-(4)
0 0
5 (3 -3
d) x=0 = 0=0+0A+4y = pu=0 s130 X=[0[+A-| O
0 2
5 |3 -3 3
=0 = 0=3-3A+3u = A=1+u Sy3: X=|0|+(1+w)-| O|+u-|4|;
0 2 0
0] 0
So3: X=1]0 +u- 4
2 2

;  Normalenvektoren sind linear abhangig, somit schneiden sich die

PE— 1 —
a) E= _2 ; F=
beiden Ebenen in einer Geraden.

3
M x=2xp+3x3-6=0
N xq+2xy+ x3=-4=0

1
2
1

; unterbestimmtes Gleichungssystem; A =x3; A€R

() x=2%+3A -6=0 }(I)+(II): 2X1+4A-10=0 = xq=-2A+5
() xq+2x,+ A -4=0 in(ll):  -2A+542x+A-4=0 = xy=+3A-3
5 -2
g X=|-2|+n| 2
0 1

Lésungen und Materialien - Klasse 12
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Schiilerbuchseite 138-139 Lésungen vorldufig

S.139

o [

Alle Rechte vorbehalten.

b)

a)

b)

a) ng

b)

Begriindung wie in a)

M: 7x4=5xp+x3-21=0
an: x1=2xy+tx3— 6=0 i
(0:  7A-5xy+x3-21=0 } m=n: 6A-3%x,-15=0 = xy=2A-5
an:  A-2x,+x3- 6=0 in():  A-2Q2A-5)+x3-6=0 = x3=3A-4

unterbestimmtes Gleichungssystem; A =xq; A€R

0 1
g: X=|-5[+A-[2
-4 3
1. Schnitt mit der x4x,-Ebene: x3=0 2. Schnitt mit der x4x3-Ebene: x,=0
(l) X3 = 0 (l) Xp = 0
(n: 4X1_3X2—2X3+15=0; X1=7\ an: 4X1—3X2—2X3+15=O; X1=7\
M indD:  4A-3x,+15=0; x2=§7\+5 M in(D: 4A-2x3+15=0; x3=2A+75
~ {0 1 ~ [0 1
St X=|5|+A- 3 S13: X=[(0 |+A-|0
0 0 75 2
3. Schnitt mit der x,x3-Ebene: xq =0
n): x1=0
(”) 4X1_3X2_2X3+15=O; X2=)\ 0 0
M indD: -3A-2x3+15=0 = x3=-15A+75; 523:)_(>= 0 |+2A- 1
I _1l5
5 2 1 -2
E: X={ 1]|+A-[2]|+p-| 1
-2 3 -3
Schnitt mit der x.x,-Ebene: x3=0 Schnitt mit der x.x3-Ebene: x, =0
0=-2+3A-3p = 7\=§+}1 0=1+2A+p = p=-1-2A
5 2\ 5 1 -2 5 2 1 -2
sp: X = | 1|+(Zen)(2]#pe| T|s: X =] T)ac|2]+E1-20 7
-2 3 -3 -2 3 -3
8
L3 -1 L[4 5
S1p: X = 3 +u- 3 S13: X=[0]+A-[0
0 0 1 9
Schnitt mit der x,x3-Ebene: x;=0
0=2+A-2u = A=-2+2pu
5 2 1 -2 5 0 0
Sp3: X = 1 +(_2+2}l)' 2 +u- 11|; So3: X=1-3 +u- 5
-2 3 - -8 3
2\ | |4
- . Ey: [ =3]°[X-[1]|=0
1 1

E I’IE2 = qulEz oder E1—E2
P@|11D)inEy 2-4-3+1-12=-6+0 = E|E,

) (2 -7 N |2

Ng, = 2(x13=| 5]; Eq: 5lo|X=[-1][=0; Eir 7x4+5%,-x3+21=0
31\ -1 -1 2

1y [ oy (-5 -5\ [, [ 3

I"lE2 =(3]x{ 1|= 11; Ez: T)e(X=| 1]|=0; Ezi _5X1+X2+X3+15=0
21 \-1 1 1 -1

ng, und ng, sind linear unabhéngig, also schneiden sich E; und E; in einer Geraden.
n: =7x1+5%,-x3+21=0

aIh): Bxgt xptxat15=0 ¢ KA

M+ -12A+6%,436=0 = x,=2A-6 0 ’

in():  -7A+5QA-6)-x3+21=0 = x3=3A-9 g:X=(—6 +A- 2)
-9 3

L6ésungen und Materialien - Klasse 12
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Schiilerbuchseite 139 Lésungen vorldufig

I -3 8 4 4\ [, [ 4
O ng =|2]x| 0|={-10|=2-|-5]; Eq=|-5°|X~-[-2]|=0; Byt 4%1-5X,+3x3-32=0
2 4 6 3 3 2
ng, und g, sind linear unabhéngig, also schneiden sich E; und E; in einer Geraden.
n: 4x1-5x,+3%x3-32=0 M=2-: “4%,-8=0 = xp=-2
n: 2x1=0,5%,+1,5x3-12=0 in (): 4%1+10+3x%3-32=0 = x7=55-0,75x3
x3=A = x4=55-0,75\
. |55 -0,75
g X=[-2|+A-| O
0 1
N 2 2 2\ |5, | 2
5 a) ng=|2|x{0]=[ 5]; E:| 5|o|X-[-1]|=0; E: 2x+5xy-4x3+5=0
3 1 -4 -4 1
Schnitt von E mit der xqx,-Ebene: Schnitt von E mit der x4x3-Ebene:
: 2X1+5X2—4X3+5=0 ): 2X1+5X2—4X3+5=0
.= i A=
ay:  x=0 PoATX A x=0 PATa
aus (I): 2x+5A+5=0 = x3=-25A-25 aus(l): 2A-4x3+5=0 = x3=%7\+’l,25
L [-25 -2,5 R 0 1
S1p: X = 0 [+A- 1 S13: X = 0 |+A-[ O
0 0 1,25 0,5
Schnitt von E mit der x,x3-Ebene: X3
(l) 2X1+5X2_4X3+5=0 34 S23
. A=
a:  x=0 P L >
aus (I): 5A-4x3+5=0 = x3=125A+125 S
5 0 0 B
Sp3: X=| 0 +A-| 1 %l 1 1 | X2
1,25 1,25 41 2 3
2
3
4
X1
N 2
b) E: 2x1-3%,-6=0; n=|-3/; X3
0 S3 S13 3
E | x3-Achse bzw. E 1 x4x,-Ebene 5
Schnitt von E mit der x4x,-Ebene:
(l) 2X1_3X2_6=O; X2=)\ 1 L
ol.” X2
an: X3 =0 — —————
aus (I): 2x%;-3A-6=0 = x;=15A+3 211 11213
L (3 1,5 3
S1p¢ X = 0)"’7\‘ 1 ) /4
0 0 '{1 S12

Schnitt von E mit der xqx3-Ebene: x, =0
2X1—6=0 = X1=3; X3 =M

5 (3 0
S13: X=10 +u- 0
0 1

Schnitt von E mit der x,x3-Ebene: xq =0
-3%x-6=0 = Xp=-2; Xx3=T

o 0 0
S)3: X=[{-2|+1-|0
0 1
1 1 1 AT 3
6 a |1|x|2]|=[-1]; HllE [-1]|X-| 4]|=0;
0 1 1 1 -1
1 AR 3
H, L E: moglicher Normalenvektor: |2 |; Hp: |2]o(X-| 4]|=0
1 1 -1
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Schiilerbuchseite 139 Lésungen vorldufig

. |3 3\ [ (4
b) ng=|-2|; H4llE: [-2]°[X-[3]]|=0;
1 1 2
der Normalenvektor von H, L E: erfiillt die Gleichung: 3n-2n,+n3 =0
1\ [ (4
mogliche Losung: ny=1; ny=1; n3=-1; Hy: ( 1[e[X-|3]|=0
-1 2
7 g-EnEp: () x-2%+ x3-2=0 ] n-(l): 3x3+1=0 = x3=-3
(D: x1=2%-2%373=0 ] in () x-2%-3-2=0 = x;=2%+%; x,=A€R
7
N E 2
g X =|0[+A-|1
1 0
3
gnEy: 2:(5+20)+3+4-0 = 945A-0 = A--2
=—% eingesetzt in g: S(—? —%|—%)

’ !
Tn—{ TnZ n_{, n_z), N3 linear abhéngig
E-E _E Eq E E2
E1 = Ez E
Ei=E=Es Es E, E 1 Ey Eo B3
- - E) haben einen
Es E3 Es Es  Schnittpunkt
., ., |2 2 -16 -2 -2\ |5 [3
9 BAxBC=(0|x|4]|= 8[=8-| 1); E1I 1le|X={0]|=0; (I): —2X1+X2+X3+6=0
41 \0 8 1 1 0
L 0\ (-2 -8 2 2\ [ |5
DEXDF = -4 |x| 0|={-4|=-4-[1]; Ep: [1]o|X-[5]|=0;  (): 2x+x;+2x3-21 =0
of b2l i-s 2 2 ’ 675 0,25
(O+(D:  2x+3x3-15=0; X3=A; X, =75-15A ’ g-EnEy: X-|75 |ea--15
in (11): 2x4+75-15A+2A-21=0 = x4 =6,75-0,25A 0 1
10 a) X3 H b) E_4t Xq=Xp+2x3-4=0
E Mithilfe der Spurgeraden von E_, lésst sich die Schnittfigur
4:: . von E_, mit dem Wiirfel zeichnen.
F 2 A Parallele Wiirfelflachen schneiden die Ebenen E, in parallelen
/7/ Strecken.
g ) VA F(610]6)€E, = 6-0+12+a=0 = a=-18
sp\ A2 24 4,/D D(0|6/0)€E, = 0-6+0+a=0 = a=6
A & Fiir —-18=a=6 haben die Ebenen E, mit dem Wiirfel gemein-
4 C same Punkte.
’
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Schiilerbuchseite 139-140 Lésungen vorldufig

R 2\ [-30 -6 . |6 . .
M a) ng=| 4|x| 2|=| 15|=5- 3|; ng, = |-3|; ng, =-1-ng,, also EllE,
9/ -3/ 1-10 2 2
S |9 6
b) b X={-2]|+A-[-3
5 2
6 9 6\ (14 6 6 -5
(nE ={Sq [-3]e||-2]|+A|-3|-[-1]|=0; |-3]e|A-[-3|+| -1]|=0
2 5 2/ \16 2 2/ -1

4ON-49=0 = A=1; S;(15]-5|7)
INEy={S,} 6-(9+6N)-3(-2-3N)+2(5+2)0)-21=0
S4+36A+6+9N+10+4A-21=0 = 49+49A=0 = A=-1;, S$,(3|1|3)

1= =\ 1 15 3 9
0 2(s1+5))=2+||-5|+[1||=|-2]; Mist Mittelpunkt von [$:S,]
7 3 5
N TET-TR A 6 S 9\
r=|msi|=||-5|-(-2||=||-3]|=vao =7 K |X-|-2|| =49
7 5 2 5
Die Ebenen E4 und E, beriihren die Kugel in Sq bzw. S,.
12 3cosx = 2sin?x < 3cosx = 2(1-cos2x)
& 2cos2x+3cosx-2 =0
Sei cosx = z: 272+3z-2=0
_-3+9%16 _ 1 _ _
Zyp ==y L1=7%; p="2
COSX =% fur x =g und x = %n; cosx = -2 hat keine Losung.
13 Ansatz: f(x) = a-(x+2)(x-3) L y 1.
2 Vs 1 1 f
f(x)=a~(x2—x—6)=a-[(x—%)z—6+...]=a-(x—%) - i “T i) 0
x-Koordinate des Scheitelpunktes: xg = % V2T i
- -+ :v" X
R
-6 -4 -2 0L 244 6
T
bals /00
:""6\“'0/1 :
)
_““8__ :
b
—12‘3"."'
S
8 Abstandsbestimmungen
S. 140 1 a) [PA]ist Lot von P auf AF. PA ist gleich dem Abstand des Punktes P von AF.

PA - VAEZ+EP°
b) Der Abstand des Punktes P von der Ebene E durch D, B und G ist gleich der Lénge des Lotes

von P auf diese Ebene. .
Gerade | durch P senkrecht zur Ebene E: |: X =P +}\-(BD X BG)

Ebene E: (BD xBG)o(X-B) =0
Enl={S};, Abstand = |§|

© Ernst Klett Verlag GmbH, Stuttgart 2010 | www.klett.de Lambacher Schweizer, Ausgabe Bayern, \Y Geraden und Ebenen im Raum
g‘b Alle Rechte vorbehalten. L6ésungen und Materialien - Klasse 12
ISBN 978-3-12-732862-2



Schiilerbuchseite 143 Lésungen vorldufig

S.143

o [

2 a) HNFvonE: —3-Qx-x+2x3+1) = 0
dy = |-3-(2-2-0+2-247)| = 1-3] - ds = |-3-@2-2-1+2--8)+D)| = 141 - 4
de=|-3-@-5-5+2-547)| = |- 2| - %
b) HNFvon E: 75+(2%~10%,+11x3-30) = 0
Rechnung analog a)
d dg = 2, dc =1
AT 15: B 15 i YC
— _— 4 -
3 a) ng=ABXAC = 7x =0; E:3x+4x3-22=0
57
F: 5 (3X1+4X3 22)=0 dp—* 5 ; dR 5
N 2\ [ (1
b) ng =ABxAC = =2|e|X=[2||=0; E: 2x=2%y+x3-4=0
1 6
NF: %-(2x1—2x2+x3—4)=0,~ dp=§,~ dQ=7; dg=2
4 A Bund C haben die gleiche x,-Koordinate. Somit ist die Ebene parallel zur x;xs-Ebene.
Der Punkt P hat von dieser Ebene den Abstand 5-2 = 3.
e 5 1
5 MB: X=|2|+2-[-3]|; E:x+3x,-2x3=0; ng=| 3
0 -2 -2
. 5\ [ 1 0
AB|E, wenn |-3]e| 3]=0 (5-9+4=0) und (2|€E: (0+3-2-0%0)
-2/ \-2 0
= B=| 1. - -5
d(AB;E) = d(A;E) ‘m(0+32 20)‘ o
6 a) E: 3x,+4x3-22=0; HNF:%-(3XZ+4X3—22)=O
-|2-Ba-22)| -5 =  13a-22=
3a-22-25 = 3a-47 = a-%
oder -3a+22=25 = 3a=-3 = a=-1
b) HNF: (12x1 5x,-10) = 0
dp = ﬁ-(36—5a—10) = = |26-5al =
26-5a-65 = 5a--29 = a--%2--58
oder -26+5a-65 = 5a-91 = a-2-182
7 HNFe 3-Qx1+2%-x3-6) = 0; HNFg: 3+ (631+2x+3x3-14) = 0
Punkte auf der x4-Achse (x4]0]0): |%-(2x1—6)‘ = ‘%-(6x1—14)|
%x1—2=%x1—2 = x=0 P4(0]0]0)
oder £xq—-2=- x1+2 = x1—% Pz(%|0‘0)
Punkte auf der x,-Achse (0] x, | 0): |3-@x-6)| = |3 @x,-14)]
§x2—2=%x2—2 = x=0 P5(0]0]0)
oder —2=-2 IXt2 = X2_2_51 P4(0‘2—51‘0)
Punkte au1C der x3-Achse (0]0]x3): |%-(—x3—6)‘ = |%-(3x3—14)|
—ﬁ—2=3 5-2 = x3=0 P5(0]0]0)
oder -Z2-2=- x3+2 = Xx3=42 Pg(0]0]42)
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Schiilerbuchseite 143 Lésungen vorldufig

3\ [ 6
8 a) Elg durchP: E: ( o)o x—(—7) =0
3
Eng={F}; 0 +7\ - - -12+9A-14+4A=0 = A=2; F(8]1]0)
-2
8 6
deg =IpPFl=||1]-|-7 = Vi =7
0 3 3
3\ [ 6
b) ELgydurchP: E: |2]|e|X-[-7]|=0
2 3
3 5 3 6
Eng={F}; [2]e|[1]+p-{2]-| 7]|=0; -3+9u-6+4n+8+4u=0 = pu=
2 4 21 \-3 31 912
F55[4513)
53
17
d(Pg = PFl=|{42 ( ) —2— - L V7457 = 5,09
12
17
9 a) Dachflachenebene E: A(20|0|8) B(20|12|6) C(0|12|6)
ng = AB x AC =40- ’I; E: 1°X— 0f|=0
240 6 6 8
HNF: ﬁ (x2+6x3—48)—0
|- .8- -0 .
d(R,E)—|m(10+6 8 48)‘ =164
Der Sicherheitsabstand von 1,5m wird nicht eingehalten.
- (10 0
b) Rohrgeradeg: X ={10|+A-{0
8 1
Eng={S} 10+6:@+N-48=0 = 10+6A=0 = A=-3; s(10]10]63
’IO 10 0
RS- [0 |- 1o)= 0 |-(2-2=167
61 8 12
3 3
Das Edelstahlrohr ragt 1,67 m Uber die Dachflache hinaus.
—_— 1 — _2 —
10 a) ng=(-1|; nf=| 2|=-2-ng; also E|F
1 -2
e —2%.=22) = 0. S T .3-9.1- 1.
HNFe: = (-2x0+250-2%3-22) = 0; d(EF) = |5 5+(-2:2+2:3-2-1-22)| = 2~ 6,35

2 -6
b) ne=|-2};

-3
HNFg: -
d(E - |-3-(6-0-6-0+3-0-36)| - 3

o A3

i (_13)

d(EP - |-

—

i Np=

9
51x
-4

X - —’l

0
1 _13
e (45482419 (-1)-4)| = 3
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=0; F: -4x;-8%,-19x3+4=0; HNFg:

Lambacher Schweizer, Ausgabe Bayern,

1-(6x1—6x2+3x3—36) -0; P(0]0|3)eE

200
=1-40 =5'HE; also E”F
-95

— =+ (4x1+ 8%, +19x3-4) = 0

V Geraden und Ebenen im Raum 85



Schiilerbuchseite 143 -144 Lésungen vorldufig

Lo
1Mo ¢ AB: X =

3
+A-|6];
1 3

Fuf3punkt F der Héhe h¢: CF LAB

JrHe e

A F B -36+54A=0 = A= F(31513)

— _2 —
hc=|CF|=(—1)=\/ﬁ; |AB|=(6
4

+A

{g]-»

- V5%
3

Aoreieck = 3 AB *he = 354 V2T = 1-3-3-V14 = 3V

3 4 =27
e[ )+
3

oder ADreieck=%|A_B’xA_c’|= 18| = 1-ViT34 = 2viG
-2 -9
Aufgaben b)-d): Vorgehensweise und Rechnung analog a)

b) FGI-712;  h= RB=6  Avcieck =45
o F(2|2|&)  h-%-v30aa2 - L V62491, V62 Aoreieck = VB9
d) B=F(©I3]0); hc= IBcl— =4 Aoreieck = 8

& 5 o
o]

o, [ 8] (12| [ -18 1 L
5. 144 12 &) ABXAC = |14 |x| 3|=| -72|=-18:|4]; G=1-[ABxACl-1-18-V8T - 81
-8 -3/ \-144 8

b) 1. Moglichkeit:  h ist gleich dem Abstand des Eckpunktes D von der Grundflachenebene E.

NI (-7
X-|-5
2

4
d(D,E) = -3+ (+2-8-9-11) = 9

8
2. Méglichkeit: h=%

1\ (5

=184 |°|5

8l \7

-7
5]+up-
5

E: 4] =0; E: x+4xp+8x3+11 = 0; HNFe: =3 +(-xq=4%-8x3=11) = 0

-3.81, h=238_9

V= 1.|(38 x )75 - 1 5

S (-9
13 a) AB:X=( 3
-3

6 -
-9|; CD: X =
3

+A-

"
3
-5
12

21
39

4
7
13

=3.

1 -5

2
_3)x

M
3| =

Ebene E, die AB enthélt und parallel zu CD ist: ng =
4
7

L [-9
X-| 3
13 —3

d(AB,CD)=| T (C4+(-7)=7-5-13:5~ 54)| 126

E: o =0; E: 4X1+7X2+13X3+54=O; HNFEI - TXy- 13X3 54)=0

T -

(-4 [ 7\ | -70 10
b) BCxBD = | 11|x[14]=| 35|=-7-[-5];
5/ \ o {-133 19
10\ [, (-3 ;
E: [-5]o[X-|-6||=0; E:10x;-5%+19x3=0;  HNFg: —=+(10%-5%,+19x3) = 0
19 0 o6
d(A,E)—‘w. (10-(=9)~5-3+19-(- 3))‘
“12\ | -6 16
53 _1(R.5 1 1 H _1
o) P=—(A+B)=—-( —3)= -15]; 0 =3(A+C ( ) ( )
2 2\ 337\ 2 "2
- - — _5 _2'5 — - —
R=%(A+D)=%-(11)= 55/ S=%(B+D)=%-(2)= 1
3/ |-15 o/ lo
-6 -2 -25 3
PQ: X = [-15|+A-[55]; RS: X =| 55|+u-|-45
-15) |25 15 15
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15

16

Lésungen vorldufig

-2,5 3 19,5 13
Ebene E, die PQ enthalt und parallel zu RS ist: ng =| 55 |x|-4,5|={10,5 ='I,5-( 7)
-5 | 15 |-75 -5
13\ 1, (-8 ;
E | 7]o[X-| 4||=0; E: 13x+7x,-5x3+81=0; HNFg: ——=+(~13%-7x,+5x3-81) = 0
5 1 93
d(PQ RS)=|—L-(—13-05—7-1-81)|=1°'5=35-\/§
I 9\/§. I \/§ 7
e oy 1 4 | 8) (2) (3] 4 |-78) (13
o) V=1-|(AB xAC)eAD|=1-||-9|x|2]e| 5||=1-|[-42|| 5||=189
3/ |8/ |3 30/ | 3

E: %x1+%xz—%x3—2 =0 x
d(0,E) =2;

fir A€E gilt: ngoA =2

fir BeF, gilt: ngoB =5

= Fa: %x1+%x2—%x3—5=0
oder Fp: 4xq+12xy-3x3-65=0

fir CeF, muss gelten: ngoC = -1
4 12 3 _

= F2. §X1+§X2_§X3+1 =0

oder Fy: 4x4+12x,-3%x3+13 =0

s-- 1) ELg durch Aeg
2) Enh={B}
- 3) M =%(K+B)
-4\ [, (2 -4 4u-2
a) E: s)ox— 6) =0; Eeh: 3)0 -3u-6|=0; -16u+8-9u-18-4u+16=0
=2 8 21 | 2p-8 ~9p+6=0 = p==
I 41 4
241 18112 7 _1(r.5 1 v ._
B(2-2|2), M=—(A+B)=—-( 78); k: x=—-( 78|+o- —3)
291729129 2 297\ 159 297,55 3
b) Vorgehensweise analog a)
-1\ |5 [5 R 7 -1
e (o] o el3lg4) mEl) e X-3{2)e )
2 2 1 2
a) A(110]7); B(112410) (Nebenrechnung: b, =2,62-1 = 2,4); D(0]0]1)
S 1\ [0 0\, [1 .0 - [7
ABXAD =|24|x|=0|=(1 |; E: |1 |o|X=[0]|=0; HNF:5z-{1 |o[X-|0][=0
-1 ol |24 24 1 2,4 1
b) M(m4lr|r)
1 0 my 1
c) dM,E)=r1; 56711 el r [7|0]=r
S 24 Ve 11
Fer|34r-24 =1 = |34r-24|=26r

34r-24=26r = r=3 keine Losung des Sachproblems
-34r+24=26r = r=04
Der Ball darf einen Radius von héchstens 40cm haben.
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17 X Ebene W, die AC enthélt und parallel zu DF ist.
., — — [ma) (a a? [
D(0l0la nw = AC xDF = ax( )= a2l =a%-| 1
©/ota) G(0lala) o/ \al \-2a2 -2
LF(0lala) NI, (a Nis (e
E(al0la) W: ( 1)0 X-lo|l=0; w: a. 1)0)(_ oll=0
D(010]0){—_ C(Olalo) X2 -2 0 6\ 0
I 1 1 -a a
B =—. ° =9
AG@I010) (alal0) d(D,W) "3 _; 8 e
*1 Der Abstand zwischen [AC] und [DF] betragt ‘/%.
., |9 3 7 2 3
18 a) PX = 2|+A-|2|-| o= 2|+A-|2
10 4 -2/ \12 4
— 2
FOO = [PX [ = (243024 Q+20)2+(12+40)2 = 4+12 A +9N2+4+ 8 A+ 4A2+144 +962 +16 A2
= 29172 +1162+152

f/(A) = 582A+116
(N =0 fur A=-2

(9 3 3
Q=| 2(+¢2)-(2]=(-2|; QBI-212
10 4 2
., 2 3\] (3
b) PXLg: || 2|+A-[2][c|2|=0; 6+9A+4+4A+48+16A=0
12 4] \4 R

3
58+29A=0 = A=-2; X=(—2); X(31-212)
2

¢) Zur Bestimmung des Abstandes eines Punktes P von einer Geraden g gibt es drei Méglichkeiten:
1. Die Ebene E durch P senkrecht zu g wird mit g geschnitten. Man erhalt den Schnittpunkt F.

|P_F)| ist der gesuchte Abstand.
2. Man bestimmt den Extremwert Ay der Funktion f(A) = |5()

ist. |PT(6| ist der gesuchte Abstand.
3. Man bestimmt den Punkt X, auf g, fir den PXq senkrecht zum Richtungsvektor der Geraden

ist. PT((; ist der gesuchte Abstand.

2

, wobei X ein Punkt der Geraden

19 a) Zeichnung mit Vektoris, geeignet drehen. Es soll sichtbar werden, dass P und O auf der gleichen
Stelle von E, und Q und O auf verschiedenen Seiten von E liegen.

b) HNFg: J(2x+3x+6x3-12) = 0
dp=|32-2+3--0)+61-12)| = |- 3| =2 dg=|3-@-5+3-6+6-2-12)| = |Z| -4

. (5 12\ _, (5 12\ [-7\ [12 12
S.145 19 a) g X ={7|xA-| 4|; RX=[7|xA-| 4|-[-3]|={10|+A-| 4
9 3 9 3/ \14] \-5 3
. 12 12\] (12
RXLg = |[|[10]+A-| 4]||o| 4]|=0; 144+40-15+144A+16A+9A=0; 169+169A =0
- 3 3 = A=-1 F(-7|3]6)

— _12 — — O —
b) AF=( —4); |AF| = V163 = 13; FR=(—6); IFR | = V100 =10
- 8
AAAFR=%'|N:)|'|§)|=65

0 V-1-G:h =%-|ﬁlz-n-|A_F’| - 2-102-7-13 = X = 136136
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o [

20

21

22

23

Alle Rechte vorbehalten.

a) Die Pyramide BDEG wird von 4 gleichseitigen Dreiecken begrenzt, ist also ein Tetraeder.
Die Kantenlénge ist gleich einer Flachendiagonale des Wurfels.
b) A(010/0); B(0lal0); D(-al0]0); E(0l0la); G(-alala)

— — |[-a 0 -a2 -1
c) BDxBE = —a)x —al=| a2|=a2- 1
0 a a? 1
-1 |0
Ebene durch BDE: E: | 1|o[X~- =0; E: -xqtxytx3—a=0
1 0

HNFg: \/%-(—x1+x2+x3—a)=0; d(G,E)=‘\/%-(a+a+a—a)‘=|5—§ =\/%a

—_— — _a2
d OTetraeder=4'ADreieck=4'%'|BDxBE|=2' a? =2'|“334|=2a2‘/§

a2

1 1.1 2 1
Vretraeder = 3’ Apreieck d (G; E) = 3°%° az\/B_-T?:a =3 a3
e) Die Kugel geht durch die Eckpunkte des Wiirfels und somit auch durch die Eckpunkte des Tetra-
eders.

m(-2|2[2); r=2V3 (= halbe Raumdiagonale); K: |X -

N
—_—
|
[EENGEE NN
P

f) Zeichnung mit Vektoris
4 3 3 3
8 Vkugel = §(%\/i) s %'ﬁni Vietraeder = %;
Vi _adm3-3

VT 15-m-V3 = 816; Vi =816-Vy

F ist der Fupunkt des Lotes von R auf g.

[ 1 311 (o -3
RF=12 |-|[1]+r-{2][=]1 |*r-[-2];
0,08/ [\0 11} 10,08 -1

. 0 -3\ (3

RFLEg = |[1 |+A-|-2]|o[2]=0; 2+0,08-9A-4A-A=0; 2,08-14A=0
0,08 SURE = A=%0]5

. [-o45\
F(14511301015); RF=| 07 |; |RF|=(-045)2+0,72+(-0,07)% = 0,657 ~ 0,835
-0,07

Der minimale Abstand des Flugzeugs vom Kirchturm betragt 835m.

a) r=3; M1|2(2)
b) Skizze vgl. Schiilerbuch S.142
N ist der Schnittpunkt der Lotgeraden | von M auf E.

1 1
L{2]+A-|2]; Enl: 14A+2-Q2+2N)+2-2+2N)-3=0;

2112 14A+4+4A+4+41-3=0; 6+IA=0 = A--3
N5I33)

31313

— 2 — 2 1 — 2
o2=r2-|[MN[5 MN--2-(2|; [MNI-|-2-v5]-2
2

02=9-4=5 p=V5=224

RHN

M=-1:5:(0]0]0); Ay=1: S,(2[414)

2 2

=9, 9A2=9
M=-1 oder Ay =1

o MN=L L(nK: =9 =

{3

Sind die Ereignisse A und B unabhangig, so sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten im Baum-
diagramm gleich den unbedingten Wahrscheinlichkeiten.

Also: b =Py(B)=P(B) und c=Pz(B)=P(B)

Es muss also b =c gelten.
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24 3) Nullstellen: —05x242=0 = x;=-2; X=2

2
- | [-05x2+2)dx
-2

= H—%x3+2xli‘ = 5%

b) Schnittpunkte von G¢ und y: Skizze oder Graphenplott zu b) und c)
-0,5x2+2=0,5x+1 = x2+x-2=0;
= X1=-2; x=1
Eingeschlossenes Flachenstiick:

1
j[—o,5x2+2—(o,5x+1)]dx

;
——x3——x2+x] ‘
-2

et
.

A2=

2
4

'|2’
Paihi= 3 ;2 =37: 27( :1%137)

ﬁ J>|\o

Yy
N

0 J|f(x)+g(x)|dx 0; flf(x) g(0|dx =102

Ausgenutzt wurde die Symmetne der
Graphen von g und f beztiglich der x-Achse.

9 Schnittwinkel

_, (-3 _, (-3
5. 146 1 a MH=( o),— MD=( 0
0 5
- -2 ax59,04°
( 3-V34 34’ ! C
° 0 /|/ | | X2
O 5 T T T
3/ 4 5
b) Normalenvektor von EABD =
5
AB xAD = =6-|0
3
0 B
Normalenvektor von Epgc = | 0
1
5 (O)
cosy y = 59,04°
)] cos[3=%
|aH |o[aD |
S. 148 2 &) Schnittpunkt:  (): T*A=2+0 ) uoq =1, ink: A=2
an:  1=2-p i SBI116)
(I: 3A=3+3p pu=1und A=2 inlll: 3-2=3+3 (wahr)
1 1
-
i i : = 3 = 10 ~ . = ©
Schnittwinkel: cos<(g,h) 1 iV 0,9535; <(g,h)=175

3
1
-1
3

b) analoga); S(10[8]15); <(gh)=302°
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o [

Alle Rechte vorbehalten.

a) s(34]-2); 4@h =787

o6 %=(Fnly) s (I (B0 (9

-4+4\-2+2A=0 = A=1 S(17)

’ )" 0,759; <(gh)=40,6°

oo - (383
-16-14A+35-5A=0; 19-19A=0 = A=1; S(15|5)

‘(_2)"(1)‘ 33

cos<i(g/h) = = ~0,867; <(gh)=29,93°

CRHGI >

Die Normalenvektoren sind linear unabhéngig, also schneiden sich die Ebenen in einer Geraden.
5 6

(S)enl3)] -

cos<(g,h) =

a) cos<(Eq,Ey) = ~0,967; <(Eq,Ep) =14,7°

1)°(-;)
AH)

A(31012); B(61412); C(31812); E(31410); F(31414)

3) [0
et Aol
|aB.aFl 1o 16

128 [o[AE] 5.‘/% W~07155 o =443

_3 -
sl 318
lBA-BFl _| 0/ | 2
[BAlolBFI ~ 5-V13
vy =<AFB; cosy =180°-(44,3°+60,1°) = 75,6°

e+

b) cos< (E»], Ez) = ~0,566; <« (E1, E2) ~ 55 5°

\/—\/_

o

1
1
1

a) o=<BAF;, coso=

B=<ABF;, cosB= % 0,4992; o = 60,1°

b) nEbeneABF_ABXAF ( ) (

_-16-9+36
- 0 coso = 3) (_g) e e
H)Eb ABEzﬁxﬁz X( 4)=( 6)=2( 3) 6 6/|_1_ . ~ o
ene 5 19 7 =57 ~01803; a=796
1 _ —\ — 1 _3 - _3
0 Vp=‘2-g-[(BAXBC)°BF”= 14 -4)x ol 0 1-¢-48)| =16
0 2 24
- - Ve_16 _1
d) Vo=6-8-4=192 VQ—192—12~0,083
Die Doppelpyramide fillt 8,3 % des Quaders aus.
a) cos<(n, )= ‘( ) == T 20728 cos<(R,U)~432% <(Eg)=468°
! \/ﬁ'\/g ‘/ﬁ ! ! I r I ! i

(3IHE

b) nE=tg = Elg <(Eg) =90°

2
=|-3|;
8

o

cos (7 0) ="~ e

~ 01861, <(n,U)=~793
J4(Eg) =10,7°

L6ésungen und Materialien - Klasse 12

© Ernst Klett Verlag GmbH, Stuttgart 2010 | www.klett.de Lambacher Schweizer, Ausgabe Bayern, \Y Geraden und Ebenen im Raum 91

ISBN 978-3-12-732862-2



Schiilerbuchseite 148 Lésungen vorldufig

7 @) Masc=ABXAC = ( ) ( ) ( ) 12( ;o= Winkel ([AD], Engc);
12 B=Winke|([BD],EAgc);
Y= Winkel ([CD], EABC)
i EIN B, o)
ol - 0[O0
N _~ . _ ooVl \al o4 )
sina = 0873; sinf= = (,696; siny=""7 "7 0,970;
0(260,80 Bz44”|° Yz760
N 0 . 0\ (-1 24 4
b) 0-Winkel (ABC,ABD), NaABC = 0 ; NABD ™ 6[x| 2]|= 0|=6-(0
1 4 6 1
0 (4
0[O0
_ 1\ 1 _ 1 °
cosé—(o) (4) e ~0,243; d=76
0ffe||0O
1 L 2\ -1\ (-6 -4
e-Winkel (BCD,ACD); ngcp=BCxBD =|-4 -4 |= 8|=4-1 2
0 4 4 1
. s, |2 -1 8 4
Nacp =ACxAD =| 2|x| 2|=| 8|=2-| 4
4 4 0 4 -2 -1
i)
1 -1 9 N — no
cose=-—, o ~0,342; &6=70
ik
1 1

8 a) E\NEyx 6-Q2+3A+p)-7-2A-p+2-(9+20)-13=0; 12+18A+6u-7-2A-p+18+4A-13=0;
10420A+5u=0 = p=-2-4A

- IR E ! L0} (-1
X=|7|+A-[2|+(=2-4N)- 1 — X=|5l+a--2
9 2 9 5
’ 12 .
Ex ( ) () ( ); cos 4 (Ex o) = ’( 2) 6) = oy = 0625 4(Ey,Ex) =513
2
1
_, [0 3 3
b) mg, = [1]x|{-1]=[-1]; 0, Ey xi+3%,-3x3-2-0
1 0 -3

E/nNEy: 40+T1+3-2+0+T)-3-0- 2—0, 40+T+6+30+3T—30—2=0;
4o+t4t+4=0 = o=-1-1T

- /0 4 1 -4 3
X={2|+¢-1-1)-|1 'I = ’I +T1- 0
0 1
.
A (1) (- ; .
e, = 1]x[1]=| 1]i cos<d(EnEd) =T T~ 0/484; (B, Ep) = 61°
My ey i
3
1) (2} (-1 2|2
c) nE1= 11x{1]= 21; E1Z 1=0; Z_X1+2X2_X3+2=0
1 0 -1 2

EinEy -Q2+37)+2-(1+0-T)- o+21+2—0, -2-31+2+20-21-0+21+2=0;
2-31t0=0 = o0=-31-2

- (2 0 3 2 3
X={1]+(-31-2)-|"1 —1 =1+t 2
0 1 -2 1
’l -1
., |0 3 -1 % ) —g) 10
Ng, = |1 -1|=| 3|; cos<(E,Ep)= 7 > =@'m=0,937; <4(Eq,Ep)  20,5°
L LM
1 -

d) Zeichnungen mit Vektoris
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S. 149 9 a) Die Drejecke sind alle gleichseitig mit der Seitenldnge %\/7 ap = \/(%)2 +(%)2 = \/% = %\/7)
Die Vierecke sind als Mittenvierecke eines Quadrates wiederum Quadrate mit der Seitenlénge %\/f
b) X3 Al1]ol2): 8(1[2]1): c(2fo]1): of11]3): e{2]])
o A Sy |,
C 2 2
B E . = 2 | 1 1 1[92
Nepene Bcep = BECXBE = | -5 (x| 5= 0/=-7]0
) 2 1
Ay ol N\Jb X2 of 1 0] =%
i 1 il
i 0 _% 7
- vk 1 1 ]
i Febene pac = ABXAC = |2 1x| 0= |-F|-=-11-1
x af Ll | !
2 2 4
1 1
0V [=2| |[a
- TS 1 1 1 1(1
NepeneBoe = BDXBE =| 7 1X| 71=|7|="7|]
1 0 1 !
2 4
1\ [0
i
o-Winkel zwischen Quadrat BCEF und Ebene ABC: coso = % = \/%; o = 54,7°
1 1
il
B-Winkel zwischen den Dreiecksebenen ABC und BDE: cosf = ﬁ = %; B ~70,5°

Der Winkel zwischen einer Dreiecksflache und einer Quadratflache betragt 180°-o = 125,3°.
Der Winkel zwischen zwei Dreiecksflachen betrdgt 180°-f =~ 109,5°.
¢) Volumen einer abgeschnittenen Ecke:

1\ [0
1 A v 2Ar ) A~ 11 11 1
[¢-[(ag xac)- 6] - 6'4'(‘1)° 0_|1=l352l -7

1/ 10,5
Volumen des Kuboktaeders: Vi = 1—8-%8 =%

1 (A v AR 1.1 1 1
Flacheninhalt eines Dreiecks: |§-(AB XAC)‘ =l 7|1 §"/§
1
2

Flacheninhalt eines Quadrates: (%\/7) = %
Oberfldche des Kuboktaeders: Oy = 6-%+8-%-\/_3-= 3+y3

5
Vk _6_5_
d yE=5=2~083

Das Volumen des Kuboktaeders ist um ca. 17% kleiner als das Volumen des Wiirfels.

10 &) HNFE;: 3-Q2x-xp+2x3-21) = 0; HNF Er: 2x,-2x,+2x5-7- 0
HNF Ey: 3+(6x1+3%,-2x3-21) = 0; HNF Ey: Sx+3%,-3x3-3 =0
Wa: (248)x+(3-3)xo#(2-2)x6-10-0 = Wi ZxgrZnot Sixs-10-0
W: (%—%)m +(—%—%)x2+(%+%)x3—4= 0 = Wy —%xq—%xﬁ%x;—lwo
b) g=EnE,

(l) 2X1_ X2+2X3_21=0
A):  6xXq+3xy-2x3-21=0 MH+AD: 8x+2Xx,-4A=0 = Xxp=-4x*+21; xy=A€ER

in(I): 2A+4A-21+2x3-21=0 = x3=-3A+21

0 1
g X=|21]|+A-[-4
21 -3

Wing: 32A+2-(21-4M)+8-(21-3M)-210=0; 0=0;
Die Gleichung ist fir AR erflllt, also gilt g=W;.
Wong: -4A-16-(21-30)+20-(21-40)-84=0; 0=0;
Die Gleichung ist ebenfalls fir AeR erfillt, also gilt g=W,.
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32 -4
2]e -16 =-4-32-2-16+8-20=0 = W ;1W,

T

_ —
o) Ny, °onw, =

d) o=<(Wy,Eq): cosa= N ENE \/7_\/7" o~ 3811
(32) ( )

_ . _ __ 182 _ 13 . o

B =Wy cosp - Vi092-7 14273 V273’ B~381

Daraus folgt, dass W, den anderen Winkel zwischen E, und E; halbiert.
e)

1M a) X3 b) Wegen der Symmetrie ist es gleichgtiltg, welche
Kante und welche Seitenflache, in der die Kante
liegt, man wahlt.

_, [-4

AE=| O

’

-4
0

B X, AB xAF =

o

-4
0=
-4
3.1

0| 1

4 -1 _ =i'
423 ‘4\/?\/?‘ Ve’
c) B ist der Winkel zwischen (ABF) und (ABE).

-16 1
-16|=-16-| 1
16 -1

o =547°

sino =

., ., -4\ [-4 16 1
ABXAE=| 4|o[ 0|={16]=16-[1
0 4 16 1
17 1
HEE
1 \=1]] 1 o
COSﬁ= W =3 Bz70,5
1 IAEXAE| < 401 2. (45 P 256
d) 0=8-5-|ABxAE =64-V3; V= Gh $(4V2)4=5
’I6
12 a) b) f(xa))=0;  f(xa)<0; f'(xa)>0
fxg)<0;  f'xg)=0; f'(xg)>0
fxd<0;  flxd=0; f(x)<0
fxp) <0 fxp)<0;  f(xp)=0
fxg<0;  flxg=0; f'(xg>0
fx)) <0 fx)>0;  f(x)>0

c) G; rechtsgekrimmt in [-1,2;1,7]
Gt linksgekrimmt in ]-o0;=12[ U ]1,7;+ [
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13 a) AABC ~ ADEC weil {4 BAC = 4 EDC (Stufenwinkel an Parallelen)
< ACB = < DCE
AAPC ~ ADQC; APBC ~ AQEC
b) Bei der zentrischen Streckung mit Streckfaktor k verhalten sich die Fldcheninhalte wie k2:1.

Ansatz: k@:1=9:4 = (=22 = k-2

1 4 2
AC:DC =2:3; AP:DQ =2:3
c) CP:PQ =2:1; CP=2-PQO =4
il d) Die Berechnung von AC ist durch die zusétzliche Angabe z.B. von
+ (D
«AD (= AC =2-AD)
+CD - AC

jeweils mithilfe des Strahlensatzes,
* Aaapc und hpag mithilfe der Flacheninhaltsformel
moglich.

Thema: Tangenten an Kreis und Kugel, Tangentialebenen

el [0

3
t: 4X1+3X2—31 =

2 o (Z)o[i—6]=2s; g Txq+xp-25=0; Xy=-7x+25; K: x2 =25
Kng: x2+(-7x+25)2=25; x2+49x3-350x1+625 = 25; 50x2-350%;+600 = 0
= x$—7x1+12=0; X1=3; x1=4
= B1(3l4); By(41-3)
= 4 3x+4x-25=0; ty: 4x1-3x%,-25=0

3 odME) - |22 g
3

2

|3
4 Kk |X-[-1]| =49
4
-3 3 2 _£\2
Bek 1-[-1]] =49; | 2| =(-62+22+(-3)2=49
1\ 4 -3
03\ 13\ [ 3
T |X={=1][e|{-1]-|-1||=49; T: -3x1=xp+4x3-31=0
4 4l \ 4
3\ -1\ [ (-1
5 l E || 2|-| 4]|e|X-| 4]|=16
p 4] \ 1 1
4\ 1, |1
E: [-2]e[X-| 4||=16; E: 4xq=2xy-5x3+1=0
B = 1
N < = 3 4
Wt LX=| 2[+r-[-2
-4 -5
Enl: 4-(3+4N)-2-(2-2N)-5-(-4-50)+1=0
12+16\-4+4A+20425A+1=0; 29+45A=0 = A=--22
9
NI 4
19(,13] 7} oo 213 6.
N(Ehﬁ _5)? NM‘( 417|325 | =5 ( 2)
1113 5
9

INTV L _Jl6.
NM =72-V45 = 2-/5

o-\16-(2-/5) =32
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