Schiilerbuchseite 196 -198

VIl Anwendungen der Differentialrechnung

1 Ganzrationale Funktionen in realen Situtationen

S.196 1 o) f(0--32x+63 y (in km)
b) Bei einer Parallelverschiebung der Geraden um 4,8
in positive y-Richtung bleibt die Lénge der Strecke [AB]
erhalten:

L= (4,8+6,3)2+8,72 = 1989 = 14,1

Die Gasleitung ist ca. 14,7km lang.

0 tano=-35 = o=128,09% B~ 5191°
5.198 2 a) Koordinatensystem:
) - a2
4y (in mm) Ansatz: f(x) = ax?+b
Bedingungen: f(%) =0 Punkt A
f(%) =35 PunktB
Gleichungen: 2a+b=0 ()

25 _
%a+b =35 ()
= a=-2%,p-1

- x (in mm) 56 5 Bl

T T T f(X) = iX2+i

-3 4 5 75X 73

b) (0) =5 ~ 4,67
Der Tunnel ist ca. 4,67m hoch.
3 a) Koordinatensystem:
) Ansatz: f(X) =ax3+bx2+cx+d; f(x) =3ax2+2bx+c
y (in mm) -
1 Bedingungen: f(0)=0: d=0
f'(0)=0: ¢c=0
. f(5)=1:  125a+25b =1
0 T } T X=(In n?m) f’(5) =0: 75a+10b =0
17 2 3 4 5 -2 -3
| = as g5 b=y
F(0) = = 3353+ 22 X2 = =0,016)3 + 0,122

b) f(4) =122 - 0896 > 0,7

Der felsige Untergrund muss nicht abgetragen werden.
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4 a) Koordinatensystem:

y (in m) Ansatz: f(x) = ax2+bx+c; f'(x) =2ax+b
40+ Bedingungen: f(0)=15: c=15
B f(50) = 35: 2500a +50b = 20
30T f'(50)=0,5: 100a+ b=05
204+ = a=0,002; b= 0,3
10]A f(x) = 0,002x2+0,3x+15
1 1 IX (ir} m)
O 10 20 30 40 50

b) Gleichung der Geraden durch Aund B: y = %x+15
d() = 2x+15-F(x) = ~0,002x2+0,1x
d’'(x) = -0,004x+0/1
dx)=0 < x=25

d d’>0 :

d e [ ~

= D(25]23,75); d(25) =125
Der Durchhang in D betragt 1,25m.
Steigung des Tragseils: f'(25) = 0,4

¢) z.B. mit dem Satz des Pythagoras:
L =1/202+502 = 53,85

Das Seil ist etwa 53,85m lang.

5 a) Die Wurfparabel I3sst sich durch den Graphen einer ganzrationalen Funktion 2. Grades beschrei-

ben. Bedingungen fiir die gesuchte Funktion f mit f(x) = ax2+bx+c:

£(0) = 2; (20,4)= 0 und (20,4) = 2.

Lineares Gleichungssystem: (I) 416,16a +20,4b = -2
(I) 40,80a + b= —g

= a=-0,0235 b=~0,3813; c=2

Damit: f(x) = -0,0235x2+0,3813x+2

b) Im den hochsten Punkt der Flugbahn zu bestimmen, berechnet man den Scheitelpunkt der
Wurfparabel: S(8,11]3,55).
Die maximale Hohe betragt etwa 3,55m.
Um den Abwurfwinkel zu bestimmen, berechnet man die Steigung im Abwurfpunkt:
m=1f(0)=0,3813 = «a=2087°
Der Abwurfwinkel betrégt etwa 20,87°.

c) Mit einem Abwurfwinkel von 20,87° war der Versuch nicht optimal.

6 a) Ansatz: f(x) = ax3+bx2+cx+d: f'(x) = 3ax2+2bx+c
Bedingungen: f(0) = 0: d=0
f'(0) = 0: c=0
f(5) =-0,5: 125a +25b =-0,5
f(10) = -1,6: 1000a +100b =-1,6

-
250/ 0= ~715

Damit: f(x) = 7355)% - 735 X2 = 0,0008 3~ 0,024 X2

b) f(7) =-0,9016
Die Auslenkung betréagt 9,016 mm.

= a=
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7 Koordinatensystem:

Ay(@nD
4_-
3_-
2__
’I__
| | | |X(|Ph)
of 112 3 4 ¢

Ansatz: f(x) = ax3+bx2+cx+d

Bedingungen: f(1) = 0,5: at b+ c+d=0,5
f(2)=1: 8a+ 4b+2c+d=1
f(3) =2,5: 27a+ 9b+3c+d =25

f(4)=4: 64at+t16b+4c+d=4
S TR S VA
= a= 6,b 5i 6,d 9
Damit: f(X)=—%x3+%x2—%x+2

Der Wasserverbrauch nimmt anfangs starker zu, ist nach 3 Stunden am grofiten und nimmt dann
weniger stark zu.

S. 199 8 a) Koordinatensystem:
y (inm)
1+ Ansatz: f(x) = ax3+bx2+cx+d; f'(x) = 3ax2+2bx+c
+ B Bedingungen: f(0) = 0: d=0
o7 ! £(0)=0: c=0
g4 : f(40) =10: 64000a+1600b =10
6L | f'(40) = 0:  4800a+ 80b=0
+ : -1 -3
4t | = a="305 b =760
T ; Damit: f(x) = — 55053+ 725 X2
T 1 1 1 E 1 X (ir] m)
Ola 10 20 30 40 50 6!
b) Koordinatensystem:
y (in m) Ansatz (Symmetrie zur y-Achse):
AL L. o f(x) =ax2+b; f'(x) = 2ax
40 ! Bedingungen:
38 ! £(50) = 50: 2500a+b = 50
10 | xinm fGO=-1 100a =-1
} } } } } } +—— } } } __ 1 b =75
~100 -80 -60 40 -20 O] 20 40 60 80 100 120 = @=7 7900/ P T
Damit: f(x) = - 705 X2+75
¢) Koordinatensystem:
Ly (in m) Ansatz: f(x) = ax3+bx2+cx+d;
) f'(x) = 3ax2+2bx+c
x (in m)
0 F—t——— Bedingungen: f(0) = 0: d=0
_100“A 100 200 300 400 50 60 £(0) = 0: c=0
1 £(300) = -200: 2,7-107-a+9,0-10%-b = =200
20T \ £(300) = —1: 27-105-a+  600b = -1
_300-- = —1 . = _L, = =
1 = @< 375000/ 0~ "300) €= =0
Damit: f(x) = mxlﬁxz oder f(x) = 2170x3—31—0x2
(im MafRstab 1:10)
d) Individuelle Lésung

151
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9 a) Koordinatensystem:

Ly Ansatz: f(x) =ax3+bx2+cx+d; f(x) =3ax2+2bx+c
1 Bedingungen: f(2) = -1: 8a+ 4b+2c+d=-1
41 f(2=-05: 12a+ 4b+ c =-05
2: f(7) =1 343a+49b+7c+d=1
~T. ... ./ . . x f(7)=2:  147a+14b+ ¢ =2
_I 0 — T T 17 T =L. =_£' =_ﬁ‘ =_L
2T ~-‘_:c/6 8110 = a=355) D=8 €= 55 4= Tas
) Damit f(x)=2—gox3—%xz—%x—%

b) Nein, da aus anschaulich geometrischer Sicht die beiden Teilstlicke nicht symmetrisch zueinan-
der liegen. Algebraisch ist es aufgrund der vier gegebenen Bedingungen bei nur drei wahlbaren
Parametern ebenso nicht moglich.

¢) Man bestimmt die Punkte P,(2|-1), P3(3|-1,432), P,4(4|-1,616), P5(5|-1,384), Pc(6]|-0,568),
P7(711) und berechnet die Langen

PoPs = V[-1,432-(-D]2+(3-2)? =~ 1,089

P3P, = V[-1,616-(-1,432)]%+(4-3)? ~ 1,017

PaPs = [-1,384~(-1,616)]>+ (5-4)? = 1,027

PsPg = [~ 0,568~ (~1,384)]2+(6-5)2 = 1,291

PP = [1-(-0,568)12+(7-6)% =~ 1,860

Naherungsweise Lange des Verbindungsstiicks: L = 6,28 LE.

g 10 a) Koordinatensystem:

y (in kg)

5] Ansatz: f(x) = ax3+bx2+cx+d
4l Bedingungen: f(0) =3,2: d=32

f(4)=38: 64a+16b+4c=06
31 f(8) =47 512a+64b+8c=1,5
21 f(12) = 5,4: 1728a+144b+12c = 2,2

-1 S I VA (<]
14+ = A=y b=g5i c=540i A=
ol T (n Wocher)  Damit: £ = ~7ggx+ 7532+ 24 X+ 5
24681012 ~ ~0,0013x3+0,025x2+0,71x+3.2

54-3,2 .
b) m= 570 = 0,183 (in kg)

Damit nimmt ein Saugling im Durchschnitt pro Woche 183 g zu.

) Ly (in kg)

T T T T T T T T T T T T T T T T T L
0l "2 4 B8 8 10 12 14 16 18 20 22 24 \ge x in Wochen

Eine Modellierung t =12 Wochen ist kritisch, da ab 14 Wochen eine Abnahme des Gewichts
folgen wiirde.

d) Man bestimmt das Maximum der 1. Ableitung und erhélt, dass der Sdugling bei etwa 6,4 Wo-
chen am starksten zunimmt. Die wochentliche Zunahme betrégt dann etwa 231g.
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S.200

1"

12

13

14

Koordinatensystem:

y
200
€
§~ 100
'N 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 X
65m| _*:1_099 __-8Q0.__ 600 __ 400 __ -200. __ 9. _100_200_300_400_500_600_700_800_900 10Q0.
1991m >
Ansatz: f(x) = ax?
Bedingung: f(995,5) = 282,8-65=2178 = a=22-10"*
Damit: f(x) =2,2-1074-x2
a) F(0)=0; F(1) = 3,44; F(5) =10; F(10) = 20 b) Fir geringe Ausdehnungen gilt naherungs-
: weise ein lineares Kraftgesetz. Danach
 Flin ) nimmt der Kraftaufwand etwas ab. Bei
30 . .
grofien Auslenkungen wird es aber immer
254 schwerer, das Gummiband zu dehnen.
o0- Bei einem Luftballon ist der Kraftaufwand
zu Beginn ebenfalls grof3, da der hohe An-
151 fangswiderstand berwunden werden muss.
104 Danach wird es leichter.
54
sincm
ol "2"476 8 10 12
a) Ansatz: f(x) = ax2+bx+c; f'(x) =2ax+b
Bedingungen: f(0) = 9000: ¢ =9000

f'(0) =1: b=1
f(5000) = 9000: a =-0,0002
Damit f(x) = -0,0002x2+x+9000

- gopkm _800m m =5, 2000
b) V=800 h =36 s = 222,25 . Also t_v~222,25~22'55

Die Schwerelosigkeit dauert bei den vorgegebenen Daten etwa 22,5s.

a) Ansatz: f(t) = at3+bt2+ct+d; f(t) = 3at2+2bt+c
Bedingungen: f(0)=19: d=19
f(6) =178: 216a+36b+6c=-12
f'(6) = 0: 108a+12b+ c=0
f'(17) =0: 867a+34b+ c=0
S T - -
= a=-gpi b=gge ¢ 775 d=19
; -1 3,23 5 34
Damit f(t) = -z P+455t2 -5 t+19
b) Die momentane Anderungsrate it in°C)

um 22 Uhr betragt etwa -0,356 %,

20
d.h. dass die Temperatur um 22 Uhr B
um ca. 0,36°C pro Stunde fallt. Dies

ist sehr viel, so dass die Modellie- 18+

rung ab ca. 21 Uhr infrage zu stellen 174

ist (siehe Abbildung). t(in h)
0l "2"476 "8 10 12 14 16 18 20 22
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D0

S.201

15 Diese Aufgabe sollte mit einem Tabellenkalkulationsprogramm oder CAS bearbeitet werden.

88-15
6-0
b) Z.B. liefert ein Tabellenkalkulationsprogramm
f(x) = —0,0511x4-0,2058 x3 +4,5852 x2+5,5364 x +1,0108.
c) Die momentane Anderungsrate ist nach etwa 3 Monaten maximal. Das Ferkel nimmt zu diesem
Zeitpunkt 22kg pro Monat zu.
d) Z.B. liefert ein Tabellenkalkulationsprogramm
g(x) = —0,8194x3 +6,8571x2+2,9504 x +1,2738.
e) Die Wachstumsgeschwindigkeit ist bei dem Graphen von g schon 7 Tage friiher maximal. Dies
ist aber keine grofse Verdnderung. Beide Funktionen sind sehr gut.

a) m= ~14,4. Damit nimmt ein Ferkel im Durchschnitt ca. 14,4 kg pro Monat zu.

16 a) X3
s C
44+
3+
-5
2+ -4
11/ 42
1 1 1 1 1 _I,] 1 1 1 B 1 XZ
5 -4 -3 -2 14 2|3 > 6
2
3 A
X1

V-1-(3-5-3)-6-15

2
b) Es ist der Schnittwinkel zwischen den Vektoren € = 3) und seiner Projektion in die x4x,-Ebene
2
(3 zu bestimmen: @ = 59,0°.
0

7
G _ n___9 0. <=
s iy < G
2nr
=2 =79,02°
S
V=3G-h=339292cm?

2 Extremwertprobleme

1 Anschauliche Begriindung:

Lasst man x von sehr kleinen Werten (sehr schmale Rechtecke) auswachsen, so nimmt der
Flacheninhalt der Rechtecke bis zu x = % (Quadrat) zu und dann aus Symmetriegriinden wieder ab.
Rechnerische Begriindung:

Skizze:

y = x-tan45° = x
Also: A(x) = x-(a—x) = —x2+ax
A wird maximal fir x = %.
Das grofitmogliche Rechteck ist ein Quadrat mit der Seiten-
lange %.
2
Es hat den Flacheninhalt %.
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S.202

2  Summe wird minimal fir x =

%; lokales und globales Minimum: %.

Differenz wird maximal flir x = 2; lokales und globales Maximum: 2.

Flacheninhalt:

A() =2u-(-u2+9) =-2u3+18u; A'(u) = -6u2+18

AU=0 < u=V3 (wegen 0sus3)
p— A0,
NEl A'<0

A _»  Max —

Bei u=v3 liegt ein lokales Maximum vor, das wegen A(0) = A(3) = 0 auch ein globales Maximum

ist.

Amax = 12V3

U) =2Qu-u2+9) =-2u2+4u+18; U'(u) =-4u+4

UWw=0 < u=1
U=>0
U’ }
1 U=<0

] _»  Max —

Bei u =1 liegt ein lokales Maximum vor, das wegen U(0) =18 und U(3) =12 auch ein globales

Maximum ist.
Umax = 20

vV

1,613

V: - Max ~a

V wird maximal fir a =1,6V3 (in m).
Vinax = 2,048V3 m3 = 3,547m3

Das Zelt hat fiir eine Lénge der Quadratseite von etwa 2,77m den grofiten Rauminhalt.

T
o:
>
('D
NIrD ()

h—\/(24)2 \/576 0,5a2

= V(a)=— -\/576—05.512

. 2,12, —a
V'(@a) = 3a\/576 05a 3a 76050

+\5,76-05a2 -1 g3-——
a a a 245,76~ 05&12

V@=0 < a=16V3=~277

Die Hohe des Zeltes betragt dabei 0,8vV3 m ~1,39m.

Ein Erwachsener kann nicht darin stehen.

AX) = 2x-[fF(x)-g(x)] = -1,5x3+12x wird maximal fiir x = %\/@
Amax = %\/@; A(0) = A(2V2) =0 (globales Maximum)

U() =2-2x+[fx)-g®)]} =
Umax = 5+ U(0) =12; U(212) =

4x+2[f(x)-g(x)] = -1,5x2+4x+12 wird maximal fir x = %
8V2 (globales Maximum)

VIII Anwendungen der Differentialrechnung
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a) Wenn der Punkt R auf Gs von S nach Q wandert, nimmt der Flacheninhalt des Fiinfecks zu-

O 6
nadchst bis zu einem grofitmdéglichen Wert zu und danach wieder ab. Wenn R auf S oder auf Q
liegt, ergibt sich ein Trapez mit dem Flacheninhalt 16,875 FE.

b) AU = f(O);f(u) _u+f(U);f(5) -5-u) W
=-0,125u3+3,125u+16,875
-1 3425 ,,135
TTgUutg Ut
Rechnerische L&sung:
A(u) wird maximal fur u = %\/_3—
125 135
Amax = 3¢ V3 +75> = 22,89;
NEEY =13
A(O) - g / A(5) 8
(globales Maximum)
S. 203 7 a) f(x) =x-(12-x); fwird maximal fir x =y = 6.
() = x2+(12-%)% f wird minimal fir x =y = 6.)
b) f(x) = x+5; fwird minimal fiir x =y = 2VZ.
O . .
= 8 9y i
b8 5
I".“B- £ l'.':
)
i b
: L X
RSN I
_2"\ '.: T T T
o b -10 -5 10
—adi) i
-6 “\fo ,".::
87 ‘l'-‘\\ I’I,':f1
-10- "-.“\‘ A -20-
-2 IR -25-
_14_

ffx)=0 = xp=2
f{>0

b) fi'(x) = 6x-12;

1

f: :
f<0 2

fe ™ Min 7
fi hat bei xy = 2 ein lokales Minimum.

g (x) = 3x2-12;

’

g =0 = xp=2
g >0

g
' g <0

2

—

8 ™~ Min

156

gt hat bei xy =2 ein lokales Minimum.
O f TQl42-6t-12); t=3
g TQI-16+(t-1)2); t=1
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& 9 Z.B. ,Welches Rechteck mit dem Umfang 30cm hat die kiirzeste Diagonale?”
d(x) = x2+(15-x)2

[d (x)]? wird maximal fir x = 7,5 (in cm).

10 Eine handelsiibliche Streichholzschachtel hat ein Volumen von etwa 19,5cm3.
Optimale Mafe hinsichtlich des Materialverbrauchs (bei V =19,5cm3 und L = 5,2cm):
A=10,4b+10,4h+2hb

195=52-b-h < h=
Damit folgt:

Ab) = 10,4b+3—b9+7,5 wird minimal fir b = 1,94 (in cm) und h =1,94 (in cm).
Optimale Mafde: L =52cm, b =1,94cm, h =194cm.

3,75
b

11 Skizze: y

Sei f(x) =30-3x und g(x) =2x

f Nebenbedingung: g(xq) = f(x,)
= 2x1=30-3x,

& = % =15-15x,
A(xp) = (Xo=xq)-F(x2) = (2,5%,-15)-(30-3x,) = —7,5x%+’|20x2—450
Der Flacheninhalt des Rechtecks ist maximal fiir x, =8 und
X1 = 3.
M Die Koordinaten der Eckpunkte sind A(3|0), B(8]0), C(8]6),
% D(@3]6).

12 a) Fall (I): A(X) =x-(50-x)  maximal fur x = 25m, Apay = 625m?2
Fall (11): A(x) = x-(100-2x) maximal fiir x = 25m, Apax = 1250m?
Fall (111): A(X) = x-(100-x)  maximal fiir x =50m, Apax = 2500m?
b) Ohne Differentialrechnung tber die Scheitelbestimmung.
Fall (I): S(25]625)
Fall (I1):  S(25]1250)
Fall (I11): S(50]2500)

13 a) Skizze:

a
2 2
hy = %\/?: GTrapez = af\/g_xfﬁ
2 2
= Va(x) = %(%@-%@)%ﬁ

A (a2-y2
8x(a x2)
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S. 204

S. 205

158

14

15

2

©) V(x) wird maximal fir x = %\/?.
2 3
Vinar = 2-213 (22-%) = 23
a=3: Xmax * V3 1,73
a=6: Xmax~ 2V3 ~ 3,46 A
d) Eine Faltung langs einer Symmetrieachse des
3
Dreiecks ABC ergibt V = 4513 (siehe Fig. 1)
Eine Faltung langs einer Achse, die eine Seite
im Verhéltnis 2:1 teilt, ergibt V = %Z\f?
(siehe Fig. 2)
Beide Volumina sind kleiner als das in c).

N
Nl
(@)
>
wIN
[}
W=
Q
(@)

B

Fig. 1 Fig. 2

’ 4x-3
a) f'(x) = ——
) k0 2V2x2-3x+8
, cos5x-5(5x+1)-sin5x-5 _ 25x-cos5x+5-cos5x-5-sinx
b) g(x) = 7 = 2
(Gx+1) (5x+1)

) = i A
c) h(x)——sm;-(—;)—;-sm;
A sin(=x)+Vx - cos(-x)-(-1)  ———=-sinx—Vx - cosx

d) p’(x)=2\& _ 2

sin2(-x) sin2x

£(0) = 2(2-3x+11,25) = 3 (- 3x+1,52-1,52+11,.25) = 1 (x~1,5)>+3

Scheitel der nach oben gedffneten Parabel: S(1,5]3)
f hat einen Tiefpunkt bei T(1,5]3).

Komplexe Extremwertprobleme

a) A=%-a-\/25—a2 b) A=%-5-\/q-(5—q) o) A=%-52sinoc-cosoc=12,5-sinoc~cosoc
Ohne weitere Umformungen kann der Schiiler keine der Funktionen ableiten. Quadrieren wiirde
helfen.

a) Skizze: b) Skizze:
y
31
2T ‘\ Gf
f]__.u..\_‘. .
Lo V4 Opahi CLE BT
T4 1 2101 2 3 4 x X
(11 — :
N -4 -3 4
_‘2__
_é‘__ ol
g = u2+é g(u) = Ju2+(1,5-u2)?
Die Ersatzfunktion f: Die Ersatzfunktion f:
f(u) = u2+$ wird minimal fir u = £1. f(u) = u2+(1,5-u?)? wird minimal fir u = 1.
Nachstgelegene Punkte: (1[1), (=1]-1) N&chstgelegene Punkte: (=1]1), (111)
Kleinster Abstand: V2’ Kleinster Abstand: 1,25
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c) Skizze: d) Skizze:
\ Ay II‘ y
Y 44 ! 44
‘\ 3T I’,Gf 3T Gf _____ =T
N2t 2t RS S
it Wsw 14 -2 New
1 1 1 I\\\ f/X;MAQ 1 X /, If(U)AQ 1 1 1 1 1 X
-4 3 -2 19 1/2 3 4 O 1 203 4 5 6 7 38
-1+ 3-u -1+ 25-u
2
g() = V(B-u?+(u2? g(U) = {(Va) +@25-u)?

Die Ersatzfunktion f:

f(u) = 3-u)2+u* wird minimal fir u = +1.
Nachstgelegener Punkt: (1]1)

Kleinster Abstand: V5

Die Ersatzfunktion f:

f(u) = u+(2,5-u)?> wird minimal fir u = 2.
N&chstgelegener Punkt: (2]v2)

Kleinster Abstand: 1,5

Die Ersatzfunktion f: f(x) = x2+(15-x)? wird minimal fir x = 7,5.

Allgemein muss das Rechteck ein Quadrat sein; x = %,—

2
V(x) = %n(\/%—xz) X = %n(%—xz)-x wird maximal fur x = 2v3 (in cm).

Skizze:
g(x) = X2 +(15-x)2
g(x) X Kiirzeste Diagonale: 7,5V2
15—x a kiirzeste Diagonale: V2
5, _ i 3
Viax = 16V3 1 (in cm3)
D »
x A

_6_
also X=5 3.

Vinax = 187 (in cm?)

V() = 3mth2-x+31h2: (6-x) = 21th? = 21X (6-x) wird maximal fur h =3,

159
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S. 206 g s a) Istr (in cm) der Radius und h (in cm) die Hohe, so gilt fir die Oberflache O (in cm3):
O=2mnr-h+2-mr2,
Aus der Nebenbedingung V = rir2h = 1000 erhalt man h = %.
o= 720r00+2m2 mit r>0
Aus der Nebenbedingung V = nir2h = 1000 erhalt man r = %.
0(h) = 20¥107th +2%  mit h>0
b) AD(M) fin cm?) \[O(h) (in cm2)
000+ 1000+
900 900
300 800
00 700
00 600
00 500
00 400
0- 300+
2p0- 200
100 100+
! r (in cm) : h (in cm)
-10l0] 10 20 30 40 sO -100] 10 20 30 40 50 60
0 hat ein globales Minimum bei etwa r=5 (in cm).
0 hat ein globales Minimum bei etwa h =11 (in cm).
3
¢) O hat ein globales Minimum bei r = 5—,20 =542 (in cm).
Eine Dose mit diesem Radius und der Hohe h = 2r 10,84 (in cm) hat die minimale Oberfldche
0 = 553,58 (in cm?).
6 Skizze: DX M C A=8:-12-2-7xy-2-3(8-X)(12-y) = ~2xy+8y+12x
X_ 4 =
y y R & y=3X
1 A(x) = -6x2+36x wird maximal fiir x =3 (in cm)
= BP=9 (incm)
Amax = 54 (in cm?)
P
A 8 B
7  Skizze: ; A=x-h
H X
50 /7 1 NS0 2 _ 40-h _ 2
§40 30- a0 & h—40—§x
< : Ax) = —%x2+40x wird maximal flr x =30 (in cm)
60 Amax = 600 (in cm?2)
[e——
X An = 3+60+40 = 1200 (in cm?)
Ap-A
Abfall: =5~ = 50%
A
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8 a

N =2rni+h; r(in cm) ist der Radius und h (in cm) die Hohe

V=r2mh=2000 < h=20
N() = 2rn+% wird minimal fur r = 10-3\/%*: 587 (incm) und h= 20-?/% = 18,45 (in cm).

Ninin = 20(3\/%+ 3\/%) % 55,36 (in cm)

b) O=r2-n+2nmr-h

9  Skizze:

10 a)

b)

V=r2m-h=2000 & h=2%
o) = r2n+&rOo wird minimal fur r = 10-3\/% = 8,60 (incm) und h = 10-3\/% = 8,60 (in cm).

Opmin = 100- VATt +400-3‘/§ ~ 697,47 (in cm?)

=r2m-h

=R?-r2 & h=2/R?-r2

r = V() =2nr2\R2-12

R V()% = 412 (R2r4-r6) wird maximal fir r = %\/@R.
h h=-2/3R

Vinax = 3V3 IR

N <

4
Viugel = 3 R3n

Vinax _ E ~ 0,
Ve 3 57,44%

Skizzen: A ' B

\ X A\ x
a a
Fall A:
A=x-h
Ax) = bx—%x2 wird maximal fiir x = 5.
b 1
h =3 Amax=Zab
Fir a=80cm, b = 60cm ist Xmax = 40mM, hnax = 30mM, Aqax = 1200m2
Fall B:
A=g-h
g _x =Xy
Vaz+pz a < EB73 a+b?
~x_h H
82=0 © h=3@x
__ab
VaZ+b?
—Xy3ZypZ._8b  La-x_,,_ b
A() =gVas+b T a bx-3x

Siehe Fall A, gleiche Werte flr Xmax, Amax-
Das Problem von a) muss nur fur das kleine Dreieck P4P,P5 gel6st werden.

a2+ 12
%:% PN d=%\/a2+b2=5 (in m)
V _ Va2+b? _15
3

3 .
= < V=3zVa2+b % (nm)

Das kleinere Dreieck hat die Katheten
a=80-3-5=72 (inm), b= 60—3—% =53,25 (in m).
Xmax = 36m von P4 aus gemessen, fir (A) und (B).

Armax = 7 +72+53,25m2 = 958,5mZ.
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& 11 a) Skizzen: 60cm

O
[e—>
<

60cm

30cm

v 80cm

Mit dem Strahlensatz folgt: y = 30-%x

A =(80-x)-(60-y)
3

AG) = (80-x)+(30+3x) = ~3x2+90x+2400 wird maximal fir x = 30.
Da aber 0 = x = 20, folgt aus A(0) = 2400 und A(20) = 3600, dass A fiir x =20 maximal wird.

Anax = 3600cm?

Ohne Differentialrechnung muss der Scheitelpunkt der zu A gehdrenden Parabel bestimmt wer-

den: S(30]3750).

Aus 0 =x =20, A(0) = 2400 und A(20) = 3600, folgt Xmax = 20 und A = 3600cm?.

b) Skizze: xinem | 0 | 2 | 4 6 8
P Aincm? | 600 594 576 546 504
] Vermutung:
Amax = 600cm?
60 AX) = (20—x)(30+%x) = —%x2+600 wird maximal ftr x = 0.
R Anax = 600cm?
[ x| |
20

12 x: Stiickpreissenkung in €
E(x) = (5000+300x)-(25-x) wird maximal flr x = 4%

Maximale Einnahmen bei einer Stiickpreissenkung von 4%€ =~ 417€:

Ermax = 130208 € = 130208,33 €.
Neuer Stiickpreis: 20 2€ = 20,83 €

5. 207 =] 13 &) A=J(@@+b)-h=J(b+b+2x)-h = (b+x):h
h=Db-sino; x=b-cosx
A(x) = (b+b-cosa)-b-sinax
= b2-(1+cos®)-sinx 0=oas=90°
b) V() =b2-L(1+cosa)-sina
Tabellenkalkulation (L = 1cm; b =15):

oin® 58 59 60 61 62
V(o) in cm? co 129193 | 292,19 | 292,28 | 292,19 | 291,93

Das grofite Volumen liegt bei o = 60° vor.
Exakter Wert:
V' () = b2 L (-sin2ac+cos o+ cos?x)
= b2L(-1+cosa+2 - cos?x)
mit sinZa = 1-cos2o
Aus V'(x) = 0 erhalt man mit der Substitution u = cosa:
1

-1+u+2u2 =0 mit den Losungen uq = 5 (und up = -1), damit maximalen Inhalt fur

coso = %, also o = 60°.
Vimax = 168,753 - L (in cm3)
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c)

14 2

b)

h=vb2-x2; x = Vb2-h2
A(h) = b-h+Vb2=xZ-h = h(b+VbZ-h2)
A(X) =b-Vb2-x2 +x-Vb2-x2 = (b+x)Vb2-x2

Da V(h) = L-A(h) bzw. V(x) = L-A(x), nehmen V und A an derselben stelle ihr Maximum an.

PN vy SR (Rt
Z.B. A'(x) = Vb%-x Ny

AX)=0 < -2x2-bx+b2=0 mitden L&sungen xq = %b (und x5 = -b)
A wird maximal fir x =75 (in cm).
Vinax = 168,75V3 -L (in cm3) (o = 60°)

Skizze: U=2x+2y

x2+y2 =400 < y=1400-x2
U() = 2x+2 V400-x2; 0 <x < 20,
2 y wird maximal fir x =10v2 =~ 14,14
= y=10V2 =~ 1414.

X Das Rechteck wird fiir ein Quadrat mit einer Seitenldnge von
etwa 14,1cm am grofdten.

Agreis = r2+1 =100 1t
ARechteck = X2 = 200

ARechteck 2
—Rechteck — 2 » 63,66 %
AKreis n ! °

Es landen also etwa 36,34 % der Scheibe im Recycling.

15 Skizze: V=21x2-h

3
x\2 [x\2
h2 =(101—5) -(5) =100-10x
r V(X) = §x2\/'100—10x
[V ()] wird maximal fiir x = 8 (in cm).
Vinax = %\/?cm ~9541cm und O =160cm?.

b

16 Skizzen:

a)

b)

T=K-b-h?

(g)2 = rz-(%)2 o h2=4r2-p2

T(b) = K-b-(4r2-b?) wird maximal fiir b = %\Er.
RAmax = %\/gr.

B2 =%r-2r=%r2

b= %\/é—r =b aus Teilaufgabe a).

Die Zimmermannsregel gibt die exakte Losung an.
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8 17 A-@x+05)-(h+x+2); V=x2:(h-2) & h=%+2
Mit V =1000 (in cm3) folgt
4000 500

A(x) = T+16,5X+4X2+7+2;
’ 4000 1000
A'(x) = —7+'|6,5+8X—T.

Die Nullstelle der ersten Ableitung lasst sich entweder anhand des geplotteten Graphen ablesen
(x = 7,39) oder mit CAS (x = 7,3935) bestimmen.

A wird maximal bei x =739 (in cm) und h = 20,29 (in cm). Die reale Milchtiite ist recht gut opti-
miert.

18 K" =1,04"-K,

E_ n_ _ In3
KO—B < 104"=3 o n—lm,04

Es dauert 28 Jahre, bis sich das Kapital verdreifacht hat.

~ 28,01

4 Funktionen mit Parametern

S. 208 g 1 a) Jahre | Kapitalin € | Zinsen 3%) in € Endbetrag in €
1 1000,00 30,00 1030,00
2 1030,00 30,90 1060,90
3 1060,90 31,83 1092,73
4 1092,73 32,78 1125,51
5 1125,51 33,77 1159,27
6 1159,27 34,78 1194,05

6
b) So st 2.B. K3(6) = 1000(1+535) = 1000-1,03¢ = 1194,05.

2 a) gelb: t=1; orange: t=2; rot: t=3; violett: t=4; blau: t=5
b) xs =5

S. 209 3 a) Die Graphen haben die Form einer natdirlichen
Exponentialfunktion, verschoben um a >0 (a < 0)
in positiver (negativer) y-Richtung.

Je grofer a ist, desto weiter nach ,oben” ist der

Graph verschoben.

a=3
’]-- ’
a=1 {
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S.210

Die Graphen haben die Form einer natiirlichen
Normalparabel; gemeinsam ist der Punkt (0]0).
Fur a>0(a<0) liegt der Scheitel links (rechts)
vom Ursprung. Je grofier a ist, desto weiter links
liegt der Scheitel.

c) Die Graphen sind Sinuskurven mit gleicher
Amplitude 1. Je grofer | a| ist, desto kiirzer
2n
lal*

{ %X st die Periode i

d) Die Graphen sind Parabeln mit dem Scheitel
(0]-1). Fir a>0 (a <0) ist die Parabel nach oben
(unten) gedffnet. Je groBer |a| ist, desto enger ist

die Parabel.

a) f,00=r+a @€R) b) f,00 =1-ex2 (a>0)
a) gelb: t= —%; orange: t=-3; rot: t=2; violett: t =%
b) fo(x) = %xz(x-a) Nullstellen bei x4 =0 und x; = a.

gelb: a = 3,5; orange: a =2; rot: a=-2; violett: a=-3

6 y=x2-2ax+a?=(x-a)’

Ma=1 @a-2 G a--1 Wa-3 () a=-V2; ©) a--3
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g 7 a

b)

)

e)

f)

i—— |

8

a) Der Personenanzahl x ist das Speichervolumen 1,5-t-x in Litern zugeordnet, wobei t Liter eine
Kollektorflache f(t) benctigen. Dem Wasserbedarf wird wiederum die Kollektorfléche zugeordnet:

Aus 2001+ 3m?2 und 5001+ 7m?2 erhalt man die lineare Funktion f(t) = %t+%.

Damit gilt die fur x Personen bendstigte Kollektorflache: fi(x) = %(%tx)+% = %x+%.
b) fso(4) = 43 (inm?)
©) Individuelle Lésung
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g 9

Alle Graphen haben den Punkt (0]1)
gemeinsam.
b) Fir x > - gilt f;(x)+x =e3*—>0;
damitist y = -x;
gemeinsame Asymptote flr x = —oo.
c) Extremstellen:
fa(x) =a- e*-1
fax)=0 < xo= —InTa
In xq liegt ein Tiefpunkt vor: Ta(——

Fur a=1 gilt: T(0[1)

g 10 o Je groRer |t| ist, desto steiler ist der Graph bei kleinen
. x-Werten. Die Gesamtkosten K; sind in diesem Fall bei einer
geringen Anzahl an Produktionseinheiten relativ hoch.
----- i X
0| "20"40'60 80
b) Umsatz: Ui(x) = 6-(t+10)-x = 6tx+60x
Gewinn: Gy(x) = U (x) =K (x)
t=-2:  G_p(x) =-0,0044x3-0,4x2+28x-100 wird maximal fiir x; = 24,83 mit
G_9 max = 281,27 (in €). Da G_,(0) =-100 und G_,(100) = -5700 ist, wird fiir x; auch
das globale Maximum des Gewinns erzielt.
=0: Go(x) = —0,0044x3+60x-100 wird maximal fir x; = 67,42 mit
Go,max = 2596,80 (in €). Da Gy(0) = -100 und Gy(100) = 1500 ist, wird fiir x; auch
das globale Maximum des Gewinns erzielt.
9) K Gg(x) = —0,0044x3+1,2x2-84x-100
L ] Da Gg(x) <0 fur 0 =x=100 kann kein Gewinn erzielt werden.
\ X
o\ "20'40'60 80"
-400-
-800-
-1200+
7 G
1600 ©
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S.21

168

11 a) z.B. P,(1]4) in f; eingesetzt: 4 =2

c ‘
N

)
P,(1]0) in f; eingesetzt: 0 = ab ()

|
(o))

Aus (1) folgt a = 6. In (I) eingesetzt ergibt sich damit b =1.

6x-2t
Also: f, — XX—Z
b) Drmax = [R\{O}

fo(=x) # f(x); fi(=x) # —f.(x); die Graphen der Schar besitzen also keine Symmetrieeigenschaft.

—0 —>+
62t 62t
o fi-x)=—2% —> 0 fi(x)=—2 - o0
X X—> X, x—0
—>+ -0

o) () = =54
f0) =0 & xp=3t
In Xq liegt ein Hochpunkt vor: H; (%t‘%)
(0 x=3t
any=
Aus (1) folgt t = %x. In (1) eingesetzt ergibt sich damit y = %
Durchlduft t alle zugelassenen Werte, so bilden die Punkte H; eine Kurve mit der Gleichung

3
V=%

12 a) Fehler im Schiilerbuch: Es muss heien ... Nullstellen von fq...

fo1(x) = x+eX; f21(x) = 1+eX. Die Nullstelle liegt zwischen 0 und -1, da f_4(-1) = -1,368 < 0
und f_4(0) =1>0 ist.

1(Xn) x+eX

AUS Xp4q = Xn~F %) ergibt sich Xp+1 =X~ J7ax-
Mit dem Anfangswert xg =-0,5 erhalt man der Reihe nach x4 = 0,566311, x, = 0,567143,
X3 * 0,567143.
b) Extremstellen;
fil 00 = 1-keX

fk’(X) =0 & Xo = —|I’lk; k>0
Bei xq liegt fir k>0 ein Hochpunkt vor: Hc(=Ink|-Ink-1).
Die Hochpunkte der Graphen von fi liegen auf

() x=-Ink
ny y=-Ink-1
Aus (1) folgt k =eX. In () eingesetzt ergibt sich damit y = x-1.
c) Die Tangente in einem beliebigen Punkt P(a|f,(a)) hat die Gleichung %‘;'e) =1-k-ed.

Da sie durch den Ursprung verlaufen soll, muss gelten:
-(a-k-e?)
—-a
Damit ist die Gleichung der Tangente y = (1-ke)-x.

Der gesuchte Punkt ist P(1]1-ke).

=1-k-e? oder k-e?=a-k-e? a="1.
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g 13 3 Dy, = {xIx > -t}
Asymptoten: Fir x — -t gilt fi(x) > —;
damit ist x = -t Asymptote.
Extremstellen:
f () = XLH—'I
ffx)=0 < xp=1-t
Bei xq liegt ein globales Maximum vor.
Je gréfier t ist, desto weiter oben und weiter links
liegt der Hochpunkt des Graphen G, .
y = -t st senkrechte Asymptote.
b) D, = {xIx> -t}
Asymptoten: Fir x — -t gilt fi(x) > +o;
damit ist x = -t Asymptote.
Extremstellen:
f{(x) = 42t'|xn+(:+t)
ff)=0 < xg=1-t
Bei xg liegt ein globales Minimum vor.
Je grofer t ist, desto weiter links liegt der Tiefpunkt
(und somit auch die Nullstelle) des Graphen G,
©) th={x|x>0}
Asymptoten: Fir x — 0 gilt fy(x) > —o;
damit ist x =0 Asymptote.
Fir x —> +o gilt fi(x) > 0;
damit ist y = 0 Asymptote.
; Extremstellen:
= :1 £(x) = 1 tI)r:z(x)
; ffx)=0 < xp=e
-31 | Bei xo = e liegt ein globales Maximum vor.
i Je grofier t ist, desto weiter unten liegt der Hoch-

punkt des Graphen Gg,.

O 14 a) Der Parameter a bestimmt den Schnittpunkt des Graphen der Funktion f; mit der y-Achse:
S(0la).

Je gréBer a ist, umso grofer ist die anféangliche Amplitude. Die Démpfung wird von k bestimmt:

Je gréfRer das positive k ist, umso rascher nehmen die Amplituden ab.

In s bestimmt b die Zeitdauer der Schwingung: Je gréfler b ist, umso kiirzer ist die Zeitdauer fir

eine volle Schwingung.
b) Im vorliegenden Fall ist a = 5, da der Graph von f; durch P(0|5) verlduft. Da er auch durch

Q(811) verlduft, ist 5-e7k'8=1, also k = In5 . 0,2.
8

Da im Intervall [0;2m] zwei volle Schwingungen erfolgen, ist b = 2.
Damit: s(t) = 5-e702:t-sin(2-t).
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15 a) Generelle Zunahme; Treibhauseffekt.
Jahreszeitliche Schwankungen: in Pflanzen gebundenes CO, im Sommer, verstarkte Heizung im
Winter (Nordhalbkugel).
b) Die Amplitude ist a = 2,5.
Die Periode ist p =1. Damit ergibt sich aus p=5-; b=2m.
Der Scheitel der zugrundeliegenden Parabel liegt be| (0]316).
Daraus folgt ko = 316.
Einsetzen der beiden Graphenpunkte P;(5]320) und P,(10|335) liefert k;=0,7 und k, = 0,02.
Also: ko = 316; k1 =0,7; kz =0,02; a=25; b=2m

16 a) Schwimmgeschwindigkeit relativ zum Land (in %) x=2;.

100
x=2"

Energie (in ]): E(x) =100c- x—k
x=-2k

k-1
k 1. K7 Dx= 2K
E'(x) =100c-x -2

Maximaler Energieaufwand bei Xmin = k—k1 (in %)
B) Xpmin ) = k 1: Xmin (K) = k- 1)2 <0 fir k> 2.

Xmin ist also streng monoton abnehmend; d.h. je groRer k ist, desto kleiner ist die energie-
sparendste Geschwindigkeit.

Schwimmpzeit (in s):

20

4 =) _ 50 1
17 &) P(ANB) = ==& P(AUB\C) =52 = =t P(B) = 2% = =; Paus(0) - 1:2-5
b) P(A) = 75 = 55 P(C) =795 = 75; P(ANC) = 355, P(A)-P(C) = P(ANC),
also sind die Ereignisse A und C stochastisch unabhangig.
5 Funktionsbestimmungen
S.212 1 a) Um die Gleichung einer Parabel der Form y = ax2+bx+c aufzustellen, sind drei Bedingungen

notig.
Hier: Nullstelle (0]0) € Gt = f0)=0 = ¢=0
Maximum bei x=25 = (25 =0 = 5a+ b=0 ()
Scheitel (2,513)eG: = f(25 =3 = 625a+25b=3 ()
Die Losung des Gleichungssystems liefert; a =-0,48, b = 2,4.
Damit gilt: f: y=-0,48x2+2,4x.
b) Die Funktion f hat eine Polstelle bei x =1 und G; somit eine senkrechte Asymptote der

Gleichung x ="1.
Die Polynomdivision (x2-x+1):(x=1) = x+X1T1 liefert eine schrage Asymptote der Gleichung
y =X
x—1+%
Desweiteren gilt: lim f(x) = lim =10 und lim =+too,
x> Eeo x—>te q-go x21

Somit gehort der blaue Graph zur angegebenen Funktion.
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S.213

S. 214

o

=

2

3

a) Polstelle bei x=1 = c=-1 b) Bei P liegt ein lokales Maximum vor.
PeG = a-= 2 Diese Eigenschaft liefert mit f'(2) = 0: 1+c = 0.
21 X Dies ist die gleiche Bedingung wie die Polstelle.
Damit gilt: f(x) = ﬁ Das lokale Maximum (Minimum) liegt unab-
X hangig von a jeweils bei x = 2.
v
4_ 1
I
3 |l
24 |l
5, 14 : a=-1
T T T T : T T T 1 2:
4 -3 2 10 | 2 3 a4 il
X
-4 ! T 1T 1T T T T =\ 7 1 11 1 1 T 17T
:P -8 6 -4 -278]\ 2 4 B 8
24— e
-3 : I// -4
-4 : W -6
-5+ ! I/I -81
2
Es gilt: f'(x) =a-Vb-x2 - sx 5
—X
FO-3 = ab-3
f@)=0 = 4a/b-16=0
= a-12;b=16
Damit gilt: f(x) = 3V16-x2.
a) Esist Ah(nm)
M3 31 -3l =TT
a=—=2und b==-=1 , e
Damit gilt: h(t)=2+cos(%-t).
. . g 2T _ 14 B e .
Die Periode ist % 12. ] tGn )
of 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1°
b) Gesuchtist h(t) =1,5, also 2+cos(%-t) =15

bzw. cos(%-t) =-0,5.
Dazu bestimmt man die Schnittstellen der Funktionen c(t) = cos(%-t) und g(t) =-0,5:

Man erhalt die Stellen t;=4 und t, = 8.
Damit liegt der Wasserspiegel 4 Stunden unter 1,5m.

Das Wasser steigt maximal dort, wo die Steigung h’(t) = -sin (%-t)-% maximal ist, also am

Maximum der 1. Ableitung bei t3 = 9. Es ist dort h'(9) = % ~ 0,524 (in %)

Damit steigt das Wasser maximal etwa 0,873 Zentimeter pro Minute.
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Ansatz: f(x) = ax3+bx2+c; f'(x) = 3ax2+2bx
f0=0 = c=0

TQINEG = 8a+4b=1

f(2Q=0 = 12a+4b=0

1. 4,23
= a-= 4,b 7

Damit gilt: £(x) = = 1x3+3x2

Es gilt: /(9 = 2222 y
Achsensymmetrie bzgl. der y-Achse = nist gerade. 2
fM=0 = a=1 1 Gt
FM=3 = b-05
Damit gilt: f(x) = In(1+0,5x2). 4 3 o 10 4 5 3 4
a) Esgilt: f'(x) = _2ax+3bx
f(05) =0 = b=-2a (Alternativ: f(1)=0 = b=-2a)
f(1)=-2 = a+b=2 (Alternativ: f'(-1)=6 = a-b=6) = a=2,b=-4
Damit gilt: f(x) = %
b) c=05: a=1b=-2
c=2: a=4b=-8
¢ kann beliebig gewahlt werden, da a =2c¢ und b =-2a, d.h. es ergibt sich stets der gleiche
Graph.
a) Esgilt: f'(x)=a-(b-Inx-1)
Nullstelle: xq = eb
fe?)=-1 = a=1 (Die Bedingung ist unabhingig von b.
Der Parameter b bestimmt die Lage der Nullstelle und des lokalen Maximums. Der Schnitt-
winkel ist flir a =1 aber stets gleich 135°.
b) Lokales Maximum bei x; = eP~1
a) c =0 bedeutet, dass zu Versuchsbeginn t = 0 die Konzentration 0 ist, also keine ,Restkonzen-
tration” vom vorherigen Experiment vorliegt (0.4.).
b) Z.B. a=3; b=']; c=0

f(in 9

i)

1 l’-\\\

/ R t(in h)
T T T — 7 T T >

0,'| 1 2 3 4 5 6 7 8

Je gréB3er der positive Parameter a ist, desto grofier ist die hochste Konzentration des Medika-
ments, desto weiter oben liegt also der Hochpunkt des Graphen.

Je gréBer der positive Parameter b ist, desto rascher sinkt die Konzentration nach dem Maxi-
mum ab, desto steiler fallt dann also der Graph.

Der Parameter c gibt die Anfangskonzentration an, so dass fur gréfer werdende c-Werte der
Graph in positive y-Richtung verschoben wird.
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c) Esgilt: f(t) =a-t-e™®t
f'(t)=a-ePt(1-b-t)
f(5)=15 = 5-a-e>b=15
f(5)=0 = a-e>P(1-5-b)=0

= a=3¢; b=%

;
Damit gilt: f(t) = 3t-e'"5t

10 Esgilt: f(x) = ax2+c; f'(x) = 2ax
f0O=4 = c=4
f-4)=2 = a= —%

Damit gilt: f(x) = - 7x2+4

11 a) Esgilt: f(t) = a-%-cos(%-ﬁb)
30-16 _

Esist a=

7 und c=%=

23

Te(inT9) -~
144 v N
’ N
i , L
N
124 l' R
. 1 N
A
04 N
— 1 A
N
84 / .
4 1 A
6 l’ \\\\
41 S
1 ~
441 S~
1 Ss
1, -
o =
U
7 t(in h)
D T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T l‘
| 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
1

f(14)=30 = sin(-14+b)=1, dh. 5-14+b=7

Damitist b = —%n und es gilt:
£(t) = 7-sin[f5- (t-8)| +23

b) Man bestimmt das Maximum der 1. Ableitung. Die Temperaturzunahme war um 8.00 Uhr am

grofiten. Sie betrug dort etwa 1,8 °C pro Stunde.

a4 aq
az a
as as

12 Seien 3 =

=
und a’ =c-

; CER

&

= (can?+(capl +(cas)? = (a2 +a+as) = cfal+a2+as =c-|a’

6 Funktionsanpassungen

_ax
1 h0=7
2 a) Lineare Funktion

c) Gebrochen rationale Funktion

. mg
3 y(lnE)
3¢
L]
2__
L[]
1+ ¥ . i
1 1 1 1 1 1 Xl(inm)
of 1 2 3 4 5 6 7

b) Exponentialfunktion oder gebrochen rationale Funktion

Wahlt man zur Bestimmung z.B. die Wertepaare (0] 3)
und (410,8) oder (0,5]2,4) und (6]0,6), so ergibt sich

436 Y
x+145 bW 100 =553

f(x) =
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S.217 4
5 a
6 a
174

a) Transformation der Messwerte: t =0 entspricht dem Jahr 1930. Das Wertepaar (0]33) betrach-

tet man als ,Ausreifer” und wahlt mit dem Ansatz w(t) = a-ekt zur Bestimmung z.B. die Wer-
tepaare (10]69,8) und (501174,2) bzw. (201]88,6) und (50|174,2):

:

[n5)
n kg

t(ina)

0 } t t } t
10 20 30 40 50

h (in cm)

(o]
——+—+—+—+—+—++—++++tet+

b)
c)

. t(insl

0 100 200 300

400

W(t) = 55,53'6‘0'02229't
W*(t) = 56,45-e00225°t,
Unter Verwendung der Funktion

w (t) = 56,45-e00225't ergibt sich fiir die
Teilaufgaben b) und c):

Ty = 50555 = 308 (Jahre)

w(65) = 244,26 (km3)

In Wirklichkeit liegt der Wasserverbrauch bei
244,26 km3; d.h. der Verbrauch steigt nicht mehr

weiter exponentiell.

bzw.

Wahlt man zur Bestimmung z.B. das Werte-
paar (30(12,3) und (330]2,5), so ergibt sich
mit dem Ansatz f(x) =
term h(t) = 941,33

t+46,53"
Kontrolle:
h(90) = 6,89 < 9,0; h(180) = 4,16 < 5,6.
Aufgrund der hohen Abweichungen ist der
angegebene Ansatz nicht geeignet.
Ansatz: h(t) = a-e k't
Wahlt man zur Bestimmung z.B. die Werte-
paare (014,5) und (330|2,5) bzw. (0]14,5)
und (300]2,9), so ergibt sich
h(t) =14,5-e700059-t  pzwy,
h*(t) = 14,5-e~00054-t_

_a_ i _
b der Funktions

Hierbei sind die Abweichungen von den Tabellenwerten geringer. Die Exponentialfunktion ist

daher besser geeignet.

T (in °C)
30+ °
20+
[ ]
10+ .
[ ]
[ ]
[ ]
. . . . . t (in min)
O 10 20 30 40 50 60

VIII Anwendungen der Differentialrechnung

b)

o)

Vermutung: T(t) = a-e k't

Wahlt man zur Bestimmung z.B. die Werte-

paare (10]31,1) und (501 4,3) bzw. (10]31,1) und

(6012,9), so ergibt sich

T(t) = 51,0-e70049-t bz, T*(t) = 50,0+~ 0047t

T: Der Tee war beim Eingief3en etwa 51,0°C
heif3.

T*: Der Tee war beim Eingief3en etwa 50,0°C
heif3.
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. t (in Monaten)

7 A Niederschlage (in mm)

140+
100+ °

=+ [ ]

L]

— L]
20—+

o 1 5 3 4

5

ot e

—t
7 8

9

0 M 12

Méogliche Wahl der Parameter: a =60, ¢ =2 und d = 60.
Allerdings betragt hierbei die maximale Abweichung von den tatsachlichen Monatsniederschldagen

etwa 38 (mm) (Monat November).

Legt man z.B. eine Tabellenkalkulation mit den Eingabewerten a, ¢ und d und dem Ausgabewert
~,maximale Abweichung” an, so lassen sich einige Werte-Tripel durchprobieren. Die maximale Ab-
weichung ldsst sich verbessern: Mit a =57, ¢ =2,5 und d = 65 betrdgt die maximale Abweichung

etwa 23 (mm) (Monat November).

8 a) Transformation der Messwerte: t = 0 entspricht dem Jahr 1936.

h (incm)
60

50+
40+
30+ o
20+
10+

t(ina)

0 10

20

b)

Ansatz: d(t) = 5

Wahlt man zur Bestimmung z.B. die Wertepaare
(0152) und (13]12) bzw. (3130) und (2217,5), so er-
gibt sich

2028 "
d® = 555 bzw. &M = 1a3-
dB4)~535 (h); d(@D =452 (h)

d*(34) = 5,09 (h); d*(41) =429 (h)

Fir die Jahre nach 1958 wird die Abweichung vom
tatsachlichen Wert immer gréfier, d.h. die Flugzeiten
nehmen nicht mehr geméaf3 einer gebrochen ratio-
nalen Funktion ab.

9 Transformation der Messwerte: t = 0 entspricht dem Jahr 1900.

10000

9000
8000
7000+
6000+
5000+
4000
3000
2000
1000+

A Bevolkerung (in 1000)

Ansatz: f(t) =a-e k't

Wahlt man zur Bestimmung z.B. die
Wertepaare (0]240) und (50]2200)
bzw. (0]240) und (60| 3780), so ergibt
sich f(t) = 240-e00043-t  phzy,

f*(t) = 240.e0,04S9~t

(t in Jahren ab 1900; f(t), f*(t) in 1000).

Zeitraum 1900-1980:
Wahlt man zur Bestimmung z.B. die
Wertepaare (0]240) und (70]5820)
bzw. (0]240) und (80|8490), so ergibt
sich
g(t) = 240-e00458°t  phzy,
g’*(t) = 240.e0,0446-t

t (ina) (tinJahren ab 1900; g(t), g"(t) in 1000).

Ol 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

f(100) =~ 20144;  f*(100) =~ 23 639;
g(100) ~ 23403; g"(100) ~ 20757

Bei allen Funktionsanpassungen ist die Abweichung sehr grof; den besten Wert liefert jedoch f.
Das Wachstum war in den letzten Jahren von 1960 bis 1980 besonders stark. Inzwischen sind aber
Abflachungen im Wachstum sichtbar.
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10 a) Transformation der Messwerte: t =0 entspricht dem Jahr 1907.

Ansatz: f(t) = a-ek't
Wéhlt man zur Bestimmung z.B. das Wertepaar (0]15) und (32]1427), so ergibt sich

f(t) =15-e0M124°t (tin Jahren ab 1907; f(t) in 1000).
Mit k = 01424 folgt p =100-(ek-1) = 15,30 als jahrliche prozentuale Zunahme.
b) Eine Funktionsanpassung mit einer linearen Funktion erscheint angemessen. Der Funktionsterm
lautet h mit z.B. h(t) = 938,025-t+4803 (t in Jahren ab 1960; h(t) in 1000) oder z.B.
h*(t) = 938,025-t-44912 (t in Jahren ab 1907; h*(t) in 1000).
Erwarteter Bestand im Jahr 2020: h(60) = 61084,5 (in 1000).

1 f,(x) =2a(x-2) = 2ax—4a
f; hat ein Extremum bei (2]1).

Skizze der Graphen der Ableitung fur a = -1; 1; 2:
Der Graph der Ableitung ist eine Gerade, die fiir a <0 fallend und

y ““ ] ,"'

345 as2r fir a >0 steigend ist. Somit erfolgt bei x =2 im Falle a<0 ein

ol / Sa=1 Vorzeichenwechsel der Ableitung von ,+“ nach ,=". Demnach ist fiir
R a <0 das Extremum ein Maximum.

14 ’I":

Thema: ,Licht lauft optimal”

S.219 1 y

A(0la) B(dla)

o B1

o :

0 X(x0)

. X YB Va2 J(d-x)2+a?
Gesamtlaufzeit: T(x) = A—CX+¥ =YX +%
. -2(d-
Kiirzeste Laufzeit: T'(x) = — 22—+ @-x
C'Z\/a2+x2 C1'2\/(d—x)2+a2
r - . . X _ d-x _
Aus T'(x) = 0 erhdlt man: —==-—"~=

sinoy  Sin Py
-——=0.

Mit sinoy = = und sinp, =% folgt: —— -

AX
Da o und oy sowie B und B4 jeweils Wechselwinkel an Parallelen sind, also o =0y und B = B4,

erhélt man sino = sinf und damit das Reflexionsgesetz o = B.
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